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以下の波動方程式の解を求めなさい。

    

∂2u

∂t2
= α2 ∂2u

∂x 2
　    (0 < x < L ,  t > 0)

境界条件：
    

∂u

∂x x= 0

= 0、    u( L, t) = 0　（    t > 0）

初期条件：    u( x, 0) = 0、
    

∂u

∂t t =0

=
3

2
cos

3πx

2L
、    (0 < x < L )

解：   u( x, t ) = X(x )T (t )とおくと、   u(x, t ) = X(x)T (t ) ≠0 のとき、
    

1

α2

′ ′ T 

T
=
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X
= kとして、     ′ ′ X − kX = 0、

    ′ ′ T − α2kT = 0を得る。

（１）  k =0のとき、  ′ ′ X = 0, X(x) = ax + b、また、  ′ ′ T = 0, T (t ) = ct +dとなる。ここで、a、b、c、d は定数で
ある。境界条件より、  ′ X (x )= a = 0、  X(L) =b = 0だから、    u( x, t ) = 0となって、不適である。

（２）   k ≠0のとき、     ′ ′ X − kX = 0の一般解は、   X(x) = ae k x + be− k xであり、     ′ ′ T − α2kT = 0の一般解は

  T ( t) = ceα k t + de−α k t。

境界条件より、
    

∂X

∂x x =0

= k (a − b) = 0、∴  a = b、また、     X(L) = a (e k L + e− k L ) = 0であるが、     k > 0のと

きには、    e
k L + e− k L ≠ 0より、    a = b = 0となって、    u( x, t ) = 0であるから不適である。

従って、    a = b ≠ 0であるためには、    k < 0であり、    k = −µ2 = i2µ2とおくと（ここで iは虚数単位）、

    e
k L + e− k L = eiµL + e− iµL = 2 cos µL = 0において、

      
µ = µn =

(2n +1)π
2L

, n = 0,1, 2,Lとなればよい。

以上より、
    
Xn( x ) = 2an cos

(2n +1)πx

2L
、

    
Tn ( t) = cne
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2L = (cn + dn ) c o s
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+ (cn − idn )sin
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2L

となる。ここで、    An = 2an (cn + dn )、    Bn = 2an(cn − idn )と書き直すと、

    
un (x , t ) = Xn (x )Tn (t ) = cos
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であり、境界値を満たす解は

    
u( x, t ) = un (x , t )
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n =1

∞

∑
となる。さらに、初期条件より、

    
u(0, t ) = An cos

(2n + 1)πx

2L
n=1

∞

∑ = 0、∴    An = 0
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∑ より、
    
B1 =

L

απ
であり、    n ≠ 1のとき    Bn = 0となる。

以上より、求める解は以下となる。

    
u( x, t) =

L

απ
cos

(2n + 1)πx

2L
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α(2n + 1)πt
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