
平成１６年度　応用数学 II　偏微分方程式　期末試験問題 No.1

１． 以下の１次元波動方程式の境界値、初期値問題を解きなさい。

    

∂2u

∂t2
=

∂2u

∂x 2
、（    0 < x < π、    t > 0）

境界条件：
    

∂u

∂x x= 0

= 0、
    

∂u

∂x x= π
= 0、（    t > 0）

初期条件：    u( x, 0) = x 、
    

∂u

∂t t =0

= 3sin 3x、    (0 < x < π )

解答例：  u(x, t ) = 0は自明な解である。

よって、  u(x, t ) = X(x)T (t ) ≠0 とおくと、
  

′ ′ T 

T
=

′ ′ X 

X
= kとして、    k ≠ 0のとき、

    ′ ′ T − kT = 0、∴  T ( t) = ae k t + be− k t

    ′ ′ X − kX = 0、∴  X(x) = ce k x + de− k x

を得る。ここで、 a、 b、 c、 d は定数である。境界条件より、
    

dX

dx x =0

= k (c − d ) = 0 、また、

    

dX

dx x =π
= c k (e k π − e− k π ) = 0であるから、     c = d ≠ 0であるためには、     e

k π − e− k π = 0でなければなら

ない。     k = −λ2とおくと、     e
k π − e− k π = eiλπ − e−iλπ = 2isin λπ = 0より、   λn = n、      n = 1,2,Lとなる。従っ

て、    Xn( x ) = 2cn isin nx、  Tn ( t) = aneint + bne−int = (an + bn )cos nt + i(an − bn )sin nt より、

    un (x , t ) = {2icn (an + bn ) c o snt − 2cn(an − bn )sin nt}sin nx = ( An cos nt + Bn sin nt) s i nnx

となり、境界条件を満たす階は以下で与えられる。

    
u( x, t ) = un (x , t )

n =1

∞

∑ = ( An cos nt + Bn sinnt )sin nx
n =1

∞

∑

ここで、初期条件より、

    
u( x, 0) = An sin nx

n =1

∞

∑ = x であるから、

    
An =

2

π
x sin nxdx

0

π∫ =
2

π
−

xcos nx

n

 
  

 
  

0

π

+
2

nπ
cos nxdx

0

π∫ = −
2cos nπ

n
=

2(−1)n +1

n

を得る。また、

    

∂u

∂t t =0

= nBn sin nx
n=1

∞

∑ = 3sin 3xより、     n = 3のとき、     3Bn sin 3x = sin 3x、∴
    
Bn =

1

3
となる。

以上より、境界条件、初期条件を満たす解は、以下で与えられる。

  

u(x, t ) =
(−1) n+1 cosnt

n
n=1

∞

∑ +
sin3 t

3

 
 
 

  

 
 
 

  
sinnx



平成１６年度　応用数学 II　偏微分方程式　期末試験問題 No.2

２． 以下の２次元の偏微分方程式について、境界条件、初期条件を満たす解を求めなさい。

    

∂u

∂t
= D

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y 2

 

 
 

 

 
 、 （    0 < x < a、    0 < y < b、    t > 0）

境界条件：    u(0, y , t ) = u(a , y, t ) = 0　（    0 < y < b、    t > 0）、

　　

    

∂u(x, y, t)

∂y
y =0

= 0、    u( x, b, t ) = 0　（    0 < x < a、    t > 0）

初期条件：
    
u( x, y, 0 ) = sin

πx

a
cos

3πy

2b
　（    0 < x < a、    0 < y < b）

解答例：  u(x, y, t) = 0は自明な解である。

よって、  u(x, y, t) = X (x)Y( y )T (t )≠ 0とおくと、与えられた偏微分方程式から、
    

1

D

′ T 

T
=

′ ′ X 

X
+

′ ′ Y 

Y
= kとおける。

これより、   T ( t) = aeDkt を得る。また、
    

′ ′ X 

X
= k −

′ ′ Y 

Y
= k1とおくと、     X(x ) = be

k 1x + ce
− k1 x

であり、境界条

件より、     X(0) = b + c = 0、    X(a ) = b(e
k1 a − ce

− k 1a
) = 0となる。     k1 > 0のとき、     b = −c ≠ 0となってふさわ

しくない。    k1 = −α2 とおくと、    e
iαa − e−iαa = 2isin αa = 0より、

  
αm =

mπ
a

、      m = 0,1,2,Lを得る。よって、

    
Xm (x) = 2bmi sin

mπx

a

となる。一方、     k2 = k − k1 とおくと、
    

′ ′ Y 

Y
= k2 より、     Y ( y ) = fe

k 2 y + ge
− k2 y

を得る。境界条件より、

    
′ Y (0) = k2 ( f − g ) = 0、     Y (b ) = f (e

k 2 b + e
− k2 b

) = 0であるから、     f = g ≠ 0であるためには、     k2 = −β2 と

して、    e
iβb + e− iβb = 2 cosβb = 0となる。よって、

    
βn =

(2n − 1)π
2b

、      n = 1,2,Lとなり、

    
Yn ( y) = 2 fn cos

(2n − 1)πx

2a

また、
    
k = k1 + k2 = −αm

2 − βn
2 = −

mπ
a

 
 
  

 
 

2

−
(2n −1)π

2b

 
  

 
  

2

より、

    

Tmn ( t) = amn exp −D
mπ
a

 
 
  

 
 

2

+
(2n −1)π

2b

 
  

 
  

2 
 
 

  

 
 
 

  
t

 

 
 
 

 

 
 
 

となり、    Amn = 4iamnbm fn とおくと、境界条件を満たす解は

    

u( x, y, t ) = Amn

m= 0

∞

∑
n =1

∞

∑ sin
mπx

a
cos

(2n − 1)πx

2a
exp −D

mπ
a

 
 
  

 
 

2

+
(2n −1)π

2b

 
  

 
  

2 
 
 

  

 
 
 

  
t

 

 
 
 

 

 
 
 

で与えられる。さらに初期条件より、

    
u( x, y, 0 ) = Amn

m =0

∞

∑
n =1

∞

∑ sin
mπx

a
cos

(2n − 1)πx

2a
= sin

πx

a
cos

3πx

2a

より、     m = 1、    n = 2のとき     Amn = 1であり、その他のときには     Amn = 0となる。以上より、境界条件、初期

条件を満たす解は、以下で与えられる。



    

u( x, y, t ) = sin
πx

a
cos

3πx

2a
exp −D

π
a

 
 
  

 
 

2

+
3π
2b

 
 
  

 
 

2 
 
 

  

 
 
 

  
t

 

 
 
 

 

 
 
 


