
応用数学 II 及び演習 A&B（偏微分方程式）演習【課題】（12 月 15 日）

○次週の月曜日午後 6 時 00 分までに提出すること

○解答は A4 レポート用紙を使用すること

○解答が複数枚になる場合は，ホッチキスで綴じること

○他人の答案を写し書きした場合はゼロ点とする

６．次の 2 階線形常微分方程式の境界値問題の解を求めよ．ただし， k は実定数である．
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（解）

与えられた微分方程式の一般解は A , B を任意定数として次の形で与えられる．

0=k のとき， BAxxX +=)(                  (1)

0≠k のとき， xkxk BeAexX −+=)(           (2)

式(1)，(2)を微分すると，
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0=k のとき，式(3)に境界条件を適用して，
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となる．したがって， 0=k のときの解は BxX =)( （ただし， B は未定定数）となる．

0≠k のとき，式(4)に境界条件を適用して，
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よって，
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さらに， k が 0>k の場合と 0<k の場合を考える．

0>k のとき， 0≠− − ll kk ee より， 0== BA となり，この場合は 0)( =xX となり自明な解となる．

0<k のとき， 22 )( λλ ik =−= （ただし， 0>λ ）とすると， lllll λλλ sin2ieeee iikk =−=− −− となり，

式(6)は，
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したがって， 0>λ としたから，

    λl = nπ、　　ただし、 L,2,1=n
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ここで， nn iAa 2= ．式(7)において 0=n すなわち 0=nλ （この場合 0=k ）とすると， 00 )( axX = （ 0a は

未定定数）となるが，これは，上で求めた 0=k のときの解 BxX =)( （ B は未定定数）と同じ．したが

って， 0=k のときの解 BxX =)( を式(7)に含めると，

l
xn

axX nn
π

cos)( = （ L,2,1,0=n ）

線形方程式の解の重ね合わせの性質から 0≤k のときの解は
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（答）
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　（ただし， na は未定定数）

７．偏微分方程式

2

2

x

u

t

u

∂
∂=

∂
∂

　　 )0,0( ≥≤≤ tx l

(1) 変数分離法を用いて，与式を２つの常微分方程式に変換せよ．

(2) ２つの常微分方程式の一般解を求めよ．

(3) 次の境界条件を満たす解 ),( txu を求めよ．

0),0( =tu ， 0),( =tu l

(4) (3)の境界条件を満たし，かつ，次の各場合の初期条件を満たす解 ),( txu をそれぞれ求めよ．
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（解）

(1) 変数分離法により    u(x, t ) = X( x)T (t )とおくと，
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よって，与式は
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0)()(),( ≠= tTxXtxu とおいて上式を除すと，
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x と t は独立変数であるので，この関係が常に成立するためには，
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とならなければならない．したがって，与式は次のような２つの常微分方程式となる．

0)()( =−′ tTtT µ ， 0)()( =−′′ xXxX µ 　（ただし µ は未定定数）

(2)　 0=µ のとき，

0)( =′′ xX より， BAxxX +=)(

0)( =′ tT より， CtT =)(

0≠µ のとき，

0=−′′ XX µ より， xx BeAexX µµ −+=)(

0=−′ TT µ より， tCetT µ=)(

（答） 0=µ のとき， BAxxX +=)( ， CtT =)(

0≠µ のとき， xx BeAexX µµ −+=)( ， tCetT µ=)(

ただし， A ， B ，C ， µ は未定定数

(3)

0=µ のとき， baxCBAxtTxXtxu +=+== )()()(),( （ただし， aAC = ， bBC = ）

0≠µ のとき， txxtxx ebeaeCeBeAetTxXtxu µµµµµµ )()()()(),( −− +=+== （ただし， aAC = ，

bBC = ）

0=µ のとき，境界条件より

0),0( == btu ， 0),( =+= batu ll

この場合， 0== ba となり    u(x, t ) = X( x)T (t ) = 0となって不適である．

0≠µ のとき，境界条件より
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よって，
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0),( ≠txu であるためには 0≠−= ba であるから

0=− − ll µµ ee

0>µ のときには常に ll µµ −> ee なので，上式は成り立たない．

よって，  µ < 0であり， 0>λ である定数を用いて， 22 )( λλµ i=−= とおくと，

0sin2 ==−=− −− lllll λλλµµ ieeee ii

上式が成り立つためには， 0>λ より
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したがって，
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ここで， Aia =2 とおいた． ),( txu に添え字 n をつけると，
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解の重ね合わせの法則より，求める解は
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(i) 初期条件
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3=n 以外の係数 nA は全て 0 であり、 13 =A である．よって，求める解は
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(ii) 初期条件 
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　ここで，
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左辺の級数中の積分は mn = の項は 2/l ，それ以外は全て 0 となる．右辺は
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よって求める解は
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