
応用数学 II 及び演習 A&B（偏微分方程式）演習【課題】（1 月 12 日）

○次週の月曜日午後 6 時 00 分までに提出すること

○解答は A4 レポート用紙を使用すること

○解答が複数枚になる場合は，ホッチキスで綴じること

○他人の答案を写し書きした場合はゼロ点とする

10．偏微分方程式
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　　　（ 0≥t ， Lx ≤≤0 ， π≤≤ y0 ）

を境界条件： 0),,0( =tyu ， 0),,( =tyLu ， 0),0,( =txu ， 0),,( =txu π

初期条件： yLxyxu sin)/sin()0,,( π= ， yLx
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u
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のもとで解きなさい．

（解）

変数分離解    u(x, y, t ) = X (x)Y ( y)T (t)を仮定し，与えられた偏微分方程式に代入して整理すると，
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式(1)の値は定数でなければならないので，その実定数を 1k とおけば，
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式(3)をさらに変形すると
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式(4)の値も定数でなければならないので，その実定数を 2k とおけば，

02 =−′′ XkX                                                           (5)
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境界条件より，

0)0( =X ， 0)( =LX ， 0)0( =Y ， 0)( =πY

(I) 021 =− kk のとき，式(6)は BAyyY +=)( となり，境界条件 0)()0( == πYY より 0== BA   ∴ 0)( =yY

よって， 0),,( =tyxu となり不適となる．

(II) 021 ≠− kk のとき，式(6)から
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境界条件 0)()0( == πYY より
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0≠−= BA であるためには， 021 <− kk ． 2
21 ξ−=− kk ( 0>ξ )とおいて



0sin22121 ==−=− −−−− ξπξπξπππ ieeee iikkkk   ∴ mm =ξ   ( L,2,1=m )

よって，

myiAyY mm sin2)( =          ( L,2,1=m )

さらに， 2k の値により次のように場合分けをする．

(i) 02 =k のとき，式(5)は DCxxX +=)( となり，境界条件 0)()0( == LXX より 0== DC

∴ 0)( =xX 　よって， 0),,( =tyxu となり不適となる．

(ii) 02 ≠k のとき，
xkxk DeCexX 22)( −+= となり，境界条件 0)()0( == LXX より

0)0( =+= DCX ， 0)()( 22 =−= − LkLk eeCLX

0≠−= DC であるためには， 02 <k ． 2
2 λ−=k ( 0>λ )とおいて

0sin222 ==−=− −− Lieeee LiLiLkLk λλλ    ∴ Lnn /πλ =   ( L,2,1=n )

よって，

)/sin(2)( LxniCxX nn π=          ( L,2,1=n )

2
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式(2)から

tkDEitkDEDeEeDeEetT tkitkitktk
21 sin)(cos)()( 1111 −−+−+=+=+= −−−

2
1 µ−=k ( 0>µ )とおいて，

tDEitDEtT nmnmnmnmnmnmnm µµ sin)(cos)()( −++=   ( L,2,1, =mn )

ただし， 2222 )/( mLn += πµ

)()()(),,( tTyYxXtyxu nmmnnm =

)sincos(sin)/sin( tbtamyLxn nmnmnmnm µµπ +=   ( L,2,1, =mn )

ここで， ))(2)(2( nmnmnmnnm DEiAiCa += ， )()2)(2( nmnmmnnm DEiiAiCb −= ．

したがって，線形方程式の解の重ね合わせの性質から，
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式(7)の両辺に ymLxn 11 sin)/sin( π を掛けて， 0=x ～ L ， 0=y ～π まで積分すると，
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ここで，
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であるので，式(9)は次のようになる．
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また，
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よって，式(10)は次のようになる．
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よって， nma は次のようになる．

11,1 =a ， )1,1(0, ≠≠= mna mn

同様にして，式(9)は

21,11,1 =bµ

となり， 2222 )/( mLn += πµ より， 1)/( 22
1,1 += Lπµ なので， nmb は次のようになる．

1)/(2 22
1,1 += Lb π ， )1,1(0, ≠≠= mnb mn

以上より，求める解は次のようになる．
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11．偏微分方程式
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（解）

変数分離解    u(x, y, t ) = X (x)Y ( y)T (t)を仮定し，与えられた偏微分方程式に代入して整理すると，
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式(4)の値も定数でなければならないので，その実定数を 2k とおけば，
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境界条件より，
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(I) 021 =− kk のとき，式(6)は BAyyY +=)( となり，境界条件 0)()0( == LYY より 0== BA   ∴ 0)( =yY

よって， 0),,( =tyxu となり不適となる．
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さらに， 2k の値により次のように場合分けをする．

(i) 02 =k のとき，式(5)は DCxxX +=)( となり，境界条件 0)()0( == LXX より 0== DC

∴ 0)( =xX 　よって， 0),,( =tyxu となり不適となる．
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式(2)から
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1 µ−=k ( 0>µ )とおいて，
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ここで， ))(2)(2( nmnmnmnnm DEiAiCa += ， )()2)(2( nmnmmnnm DEiiAiCb −= ．

したがって，線形方程式の解の重ね合わせの性質から，
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式(7)の両辺に )/sin()/sin( 11 LymLxn ππ を掛けて， 0=x ～ L ， 0=y ～ L まで積分すると，
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式(9)より，全ての n ，m について
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以上より，求める解は次のようになる．
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