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３．偏微分方程式の構成

３－１．工学的によく用いられる偏微分方程式

　２つあるいはそれ以上の独立変数で表される関数の偏導関数を１つあるいはそれ以上含む方程式を、偏微分方程式という。

　すなわち、独立変数をx、y、…とし、従属変数（関数）をu(x, y, …)、その偏導関数を、ux、uy、…、uxx、uxy、…とするとき、これらの間の関係式



[image: image1.wmf]
を偏微分方程式という。ここで、



[image: image2.wmf]
である。

偏微分方程式に含まれる偏微分の次数のうち、最も高い次数をもって、その方程式の階とする。また、偏微分方程式がuとその各偏導関数の一次式で表されるとき、これを線形変微分方程式という。さらには、uとその各偏導関数の係数が定数の場合には、定数係数の偏微分方程式と呼ばれる。したがって、

これまで学習した波動方程式と熱伝導方程式は、２階の定数係数線形偏微分方程式である。



[image: image3.wmf]
１次元波動方程式



[image: image4.wmf]
１次元熱伝導（拡散）方程式

ここで、i、j、kを、それぞれx、y、z方向の単位ベクトルとするとき、ナブラ∇は、


[image: image5.wmf]（２次元）、
[image: image6.wmf]（３次元）

であり、ラプラシアンを



[image: image7.wmf]（２次元）、
[image: image8.wmf]（３次元）

のように定義すると、



[image: image9.wmf]
２次元波動方程式



[image: image10.wmf]
２次元熱伝導方程式

となる。この他にも、定数係数線形２階偏微分方程式としては、



[image: image11.wmf]
　　２次元ラプラス方程式



[image: image12.wmf]　２次元ポアソン方程式

等がある。ラプラス方程式とポアソン方程式を比較すると、右辺が０であるか、関数f(x, y)であるかの違いがある。前者の場合を同次（斉次）、後者の場合を非同次（非斉次）という。

　係数が定数ではなく変数の時には、変数係数の偏微分方程式と呼ばれる。量子力学において重要なシュレディンガー方程式は、変数係数の２階線形偏微分方程式である。



[image: image13.wmf]　１次元シュレディンガー方程式



[image: image14.wmf]　

３次元シュレディンガー方程式

偏微分方程式がuとその偏導関数の一次式で表せないとき、非線形偏微分方程式という。

非線形偏微分方程式において、最高階の偏導関数の係数がそれよりも低い階数の偏導関数を含むとき、準線形と言われる。特に、最高階の偏導関数の係数に未知変数が含まれないときには、半線形という。

準線形　　　　-------　半線形　
[image: image15.wmf]



　　半線形ではないもの　
[image: image16.wmf]
　　　　準線形ではない　----　
[image: image17.wmf]
３－２．双曲型、放物型、楕円型

　今、以下のような定数係数の線形２階偏微分方程式を考える。



[image: image18.wmf]
この式において、
[image: image19.wmf]、
[image: image20.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image21.wmf]とおくと、



[image: image22.wmf]、
[image: image23.wmf]


[image: image24.wmf]


[image: image25.wmf]


[image: image26.wmf]
となるから、



[image: image27.wmf]
これより、係数
[image: image28.wmf]ならびに
[image: image29.wmf]について考えてみると、いずれについても



[image: image30.wmf]、
[image: image31.wmf]
の解は、



[image: image32.wmf]
の値に依存する。
１）
[image: image33.wmf]のとき（双曲型）

、を



[image: image34.wmf]、
[image: image35.wmf]
において、



[image: image36.wmf]
を満たすように選ぶと、



[image: image37.wmf]


[image: image38.wmf]
であるから、



[image: image39.wmf]
となり、



[image: image40.wmf]
あるいは



[image: image41.wmf]
と書き直せる。
　１次元波動方程式を書き換えて



[image: image42.wmf]
について考えてみると、
[image: image43.wmf]、
[image: image44.wmf]、
[image: image45.wmf]、
[image: image46.wmf]、
[image: image47.wmf]としてよいから、


[image: image48.wmf]より双曲型であることがわかる。ここで、
[image: image49.wmf]、
[image: image50.wmf]において



[image: image51.wmf]
であり、



[image: image52.wmf]
と書き直すことができる。このとき、



[image: image53.wmf]
とおくと、



[image: image54.wmf]、
[image: image55.wmf]
を満たすことがわかる。これより、



[image: image56.wmf]
は解となることがわかる（教科書8.3節、波動方程式のダランベールの解法も参照せよ）。

２）
[image: image57.wmf]のとき（放物型）



[image: image58.wmf]
において、



[image: image59.wmf]
を満たすように選ぶと、



[image: image60.wmf]


[image: image61.wmf]
であるから、



[image: image62.wmf]


[image: image63.wmf]
となるから、



[image: image64.wmf]
あるいは、



[image: image65.wmf]
となる。

　１次元の熱伝導方程式を


[image: image66.wmf]
と書き直すと、
[image: image67.wmf]、
[image: image68.wmf]、
[image: image69.wmf]、
[image: image70.wmf]、
[image: image71.wmf]、
[image: image72.wmf]、
[image: image73.wmf]であるから、
[image: image74.wmf]、
[image: image75.wmf]とおくと、
[image: image76.wmf]となり、また



[image: image77.wmf]
であり、放物型であることがわかる。

３）
[image: image78.wmf]のとき（楕円型）

　このとき、、を実数とすると、



[image: image79.wmf]、
[image: image80.wmf]
となる。そこで、を



[image: image81.wmf]


[image: image82.wmf]
を満足するように選ぶと、



[image: image83.wmf]
より、



[image: image84.wmf]
あるいは、



[image: image85.wmf]
と書き直せる。

　ここで、２次元のラプラス方程式を考えると、



[image: image86.wmf]
であったから、
[image: image87.wmf]、
[image: image88.wmf]、
[image: image89.wmf]、
[image: image90.wmf]、
[image: image91.wmf]より、



[image: image92.wmf]
となって、楕円型であることがわかる。

３－３．極座標

1） 円筒座標

　

[image: image93.wmf]、
[image: image94.wmf]
とおくと、



[image: image95.wmf]より、
[image: image96.wmf]、
[image: image97.wmf]


[image: image98.wmf]より、
[image: image99.wmf]、
[image: image100.wmf]
であるから、



[image: image101.wmf]

[image: image102.wmf]


[image: image103.wmf]


[image: image104.wmf]
より、



[image: image105.wmf]
と表せる。

例題１）角度に関して対称な関数uについて、



[image: image106.wmf]
の解を求めなさい。

解答例）



[image: image107.wmf]
と書き直すことができるから、



[image: image108.wmf]、
[image: image109.wmf]
例題２）角度に関して対称な関数uについて、



[image: image110.wmf]
の解を求めなさい。

解答例）

例題１）から



[image: image111.wmf]
であるから、



[image: image112.wmf]


[image: image113.wmf]


[image: image114.wmf]
ここで、



[image: image115.wmf]
であるから、



[image: image116.wmf]
となり、



[image: image117.wmf]
を得る。

例題３）を半径1の円の内部、Sをその境界とする。２次元ラプラス方程式に関する次の境界値問題を解け。



[image: image118.wmf]


[image: image119.wmf]
ここで、
[image: image120.wmf]はS上で定義された既知関数である。

解答例）円筒座標を用い、
[image: image121.wmf]と置きなおすと、与えられたラプラス方程式は、



[image: image122.wmf]
と書ける。また境界値は、



[image: image123.wmf]
で与えられる。さらには、一周すると元の値に戻ることから、



[image: image124.wmf]
と置くことができる。

　ここで、
[image: image125.wmf]とおくと、



[image: image126.wmf]
であるから、



[image: image127.wmf]
となる。



[image: image128.wmf]
より、



[image: image129.wmf]
ここで周期条件から、



[image: image130.wmf]
を満たさなければならないから、



[image: image131.wmf]
となるが、
[image: image132.wmf]とおいて、



[image: image133.wmf]
となる。よって、



[image: image134.wmf]
を得る。あるいは、



[image: image135.wmf]
と書きなおせる。一方、

　

[image: image136.wmf]
より、



[image: image137.wmf]

[image: image138.wmf]のとき、



[image: image139.wmf]
の解は、



[image: image140.wmf]
となるが、関数
[image: image141.wmf]が円内で有界であるためには、
[image: image142.wmf]。


[image: image143.wmf]のとき、



[image: image144.wmf]
と書き直して、



[image: image145.wmf]
とおくと、


[image: image146.wmf]、
[image: image147.wmf]
であるから、



[image: image148.wmf]
より、
[image: image149.wmf]であるためには、



[image: image150.wmf]
であり、



[image: image151.wmf]
となる。ここで、
[image: image152.wmf]が円内で有界な関数であるためには、
[image: image153.wmf]。

以上より、
[image: image154.wmf]で



[image: image155.wmf]
とおく。また、
[image: image156.wmf]で、



[image: image157.wmf]
となる。よって、



[image: image158.wmf]
となる。境界条件から、



[image: image159.wmf]
となり、フーリエ展開の係数決定法より、



[image: image160.wmf]


[image: image161.wmf]
となる。

例題４）端が固定された円膜の振動を表す偏微分方程式



[image: image162.wmf]、（
[image: image163.wmf]）


初期値　
[image: image164.wmf]、
[image: image165.wmf]　（
[image: image166.wmf]

境界値　
[image: image167.wmf]
の解を求めよ。

解答例）



[image: image168.wmf]
とおくと、



[image: image169.wmf]
より、



[image: image170.wmf]、∴
[image: image171.wmf]
また、



[image: image172.wmf]
ここで、
[image: image173.wmf]とおくと、



[image: image174.wmf]、
[image: image175.wmf]
より、



[image: image176.wmf]


[image: image177.wmf]
となり、これはベッセル方程式と呼ばれる。

　ここでベッセル方程式について考えよう。ベッセル方程式は、を正の実数としたとき



[image: image178.wmf]
あるいは、



[image: image179.wmf]
で与えられる。この式は、円筒座標において、振動、電場、熱伝導、流体の対称な問題でよく出てくる。今、ベッセル方程式の解が



[image: image180.wmf]
で与えられるものとすると、



[image: image181.wmf]、
[image: image182.wmf]
であるから、



[image: image183.wmf]
となる。ここで、
[image: image184.wmf]の係数について、
[image: image185.wmf]のとき、



[image: image186.wmf]
となるようにすると、
[image: image187.wmf]のとき、
[image: image188.wmf]で係数は0となる。次に、
[image: image189.wmf]のとき、
[image: image190.wmf]の係数について



[image: image191.wmf]
となるためには、
[image: image192.wmf]である。さらに、
[image: image193.wmf]について考えると、



[image: image194.wmf]
であり、先に、
[image: image195.wmf]であったので、
[image: image196.wmf]となることがわかる。したがって、mのうち偶数のみを考えればよく、



[image: image197.wmf]、
[image: image198.wmf]
となる。ここで、
[image: image199.wmf]が整数である場合には、



[image: image200.wmf]
で与えられ、



[image: image201.wmf]
以下のn次の第１種ベッセル関数を定めることができる。



[image: image202.wmf]
これが、


[image: image203.wmf]

[image: image204.wmf]
の解となる。

　さて、ここで、改めて



[image: image205.wmf]
について考えてみると、ベッセル方程式の
[image: image206.wmf]の場合に相当し、その解は０次の第１種ベッセル関数



[image: image207.wmf]
で与えられる。この関数はcossの形に近いが、sの値が大きくなるにつれ、
[image: image208.wmf]となるsの値の間隔が短くなるとともに、振幅が減少していく。
[image: image209.wmf]となるsの値を
[image: image210.wmf]とすると、


[image: image211.wmf]
を数表から得る。よって、これらの値を用い、境界条件より、



[image: image212.wmf]
であるから、
[image: image213.wmf]となるsの値を
[image: image214.wmf]とすると、



[image: image215.wmf]、　
[image: image216.wmf]
であり、



[image: image217.wmf]
を得る。また、



[image: image218.wmf]
となる。これより、固有関数、



[image: image219.wmf]
が得られる。さらに、これらの固有関数の重ね合わせより、解は、



[image: image220.wmf]
となる。初期値より



[image: image221.wmf]
において、



[image: image222.wmf]
となる（導出は省略する）。また、初期値、



[image: image223.wmf]
より、



[image: image224.wmf]
から、



[image: image225.wmf]
を得る。

2） 球座標
　３次元の極座標（球座標）を


[image: image226.wmf]

[image: image227.wmf]

[image: image228.wmf]
とおいたとき



[image: image229.wmf]
となる。

例題１）上の式を導出せよ。

解答例）省略

例題２）uが、に依存しない関数のとき、



[image: image230.wmf]
の解を求めよ。

解答例）


[image: image231.wmf]より、
[image: image232.wmf]

[image: image233.wmf]
を得る。この式は、点電荷による電場ポテンシャル、重力によるポテンシャルを与える。

３－４．偏微分方程式の構成

ここでは幾つかの例を挙げて、偏微分方程式を導出する。


３－４－１．はりの振動（微小たわみ）

　均一断面のはりのたわみの式は、uをたわみとすると、以下の式で表されることを学んだ。



[image: image234.wmf]
ここで、Eははりのヤング率、Iは中立軸周りの断面二次モーメントであり、EIは曲げ剛性と呼ばれる。このとき、振動するはりの微小要素において、ニュートンの法則から、はりの密度をr、断面積をAとすると、微小要素の慣性力は



[image: image235.wmf]
であって、これと微小要素に作用する単位長さ辺りの分布力wdxが釣り合うから



[image: image236.wmf]、∴
[image: image237.wmf]
となる。一方、微小要素の左側に断面に働く曲げモーメントをM、せん断力をS、左側に断面に働く曲げモーメントをM + dM、せん断力をS + dSとすると、力の釣り合いから



[image: image238.wmf]
より、



[image: image239.wmf]
次にモーメントの釣り合いを考えると、



[image: image240.wmf]
より、



[image: image241.wmf]
であるから、



[image: image242.wmf]
となる。そこで、たわみの式をxで２回偏微分して、



[image: image243.wmf]
を得る。これより、先に求めた慣性力との関係から



[image: image244.wmf]
あるいは、



[image: image245.wmf]、
[image: image246.wmf]
となる。

例題１）長さの両端支持はりがあり、初期たわみ
[image: image247.wmf]、初速度g(x)を与えて自由振動させた。このときのはりの振動について、初期値、境界値問題を記述し、解を求めよ。

解答例）



[image: image248.wmf]　
[image: image249.wmf]

初期値　たわみ：

[image: image250.wmf]


初速度：

[image: image251.wmf]

境界値　支持端での変位が０：　　　
[image: image252.wmf]、　
[image: image253.wmf]


支持端でのモーメントが０：
[image: image254.wmf]、
[image: image255.wmf]

[image: image256.wmf]とおくと、



[image: image257.wmf]
と書ける。これより、



[image: image258.wmf]より、
[image: image259.wmf]
さらに、



[image: image260.wmf]
において、
[image: image261.wmf]とおくと、特性方程式は、



[image: image262.wmf]
であるから、



[image: image263.wmf]
となる。境界条件より、



[image: image264.wmf]


[image: image265.wmf]


[image: image266.wmf]、∴
[image: image267.wmf]


[image: image268.wmf]、∴
[image: image269.wmf]
となり、



[image: image270.wmf]、
[image: image271.wmf]
は容易にわかるから、



[image: image272.wmf]


[image: image273.wmf]
であり、



[image: image274.wmf]、
[image: image275.wmf]
となる。これから、
[image: image276.wmf]となり、



[image: image277.wmf]
より、固有値



[image: image278.wmf]
を得る。よって、



[image: image279.wmf]
同様に、



[image: image280.wmf]
となるから、



[image: image281.wmf]
となり、改めて係数を



[image: image282.wmf]
と書き直すと、



[image: image283.wmf]
となる。ここで、初期条件から、係数を求めると、



[image: image284.wmf]

∴
[image: image285.wmf]


[image: image286.wmf]


[image: image287.wmf]、∴
[image: image288.wmf]
となる。

例題２）長さの両端支持はりがあり、初期たわみ
[image: image289.wmf]、初速度
[image: image290.wmf]で自由振動させた。このとき、はりの振動は速度およびたわみに比例した力により影響を受ける。初期値、境界値問題を記述し、解を求めよ。

解答例）はりに作用する力として、



[image: image291.wmf]
と書くことができる。ここで、、kは係数である。これより



[image: image292.wmf]　
[image: image293.wmf]

初期値　たわみ：

[image: image294.wmf]


初速度：

[image: image295.wmf]

境界値　支持端での変位が０：　　　
[image: image296.wmf]、　
[image: image297.wmf]


支持端でのモーメントが０：
[image: image298.wmf]、
[image: image299.wmf]
と書くことができる。ここで、



[image: image300.wmf]、
[image: image301.wmf]、
[image: image302.wmf]
である。解を求めるためには、
[image: image303.wmf]とおくと、



[image: image304.wmf]
より、



[image: image305.wmf]
である。



[image: image306.wmf]
であるから、



[image: image307.wmf]

[image: image308.wmf]とおくと、特性方程式は、



[image: image309.wmf]
より、



[image: image310.wmf]
となり、



[image: image311.wmf]
となる。

例題１）より、固有値



[image: image312.wmf]


[image: image313.wmf]
であったから、



[image: image314.wmf]
よって、係数を書き直し、



[image: image315.wmf]
となる。上の式において、
[image: image316.wmf]内が正の値なら、単なる減衰でしかないが、実際に見る現象は、減衰を伴う振動である。よって、
[image: image317.wmf]内の値は負とするのがよい。そこで、



[image: image318.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image319.wmf]
とおくと、



[image: image320.wmf]
これより、



[image: image321.wmf]
を得る。初期条件より



[image: image322.wmf]
であるから



[image: image323.wmf]
となる。また、もう一つの初期条件より
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より、



[image: image325.wmf]
より、



[image: image326.wmf]
さらに、



[image: image327.wmf]
となる。ここで、



[image: image328.wmf]、
[image: image329.wmf]
である。

　今、もし、初期のたわみが
[image: image330.wmf]で与えられるものとすると、
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以外の係数は全て０となるから、



[image: image332.wmf]
であり、最大振幅の位置では、



[image: image333.wmf]
となる。振動の周期をTとすると、



[image: image334.wmf]
であるから、
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となって、一定割合で振動が減衰することがわかる。

３－４－２．応力関数

　ここでは、厚さ方向の応力が無視できる２次元の板内の弾性論（平面応力）によれば、フックの法則より、ひずみは、
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 EMBED Equation.3  [image: image338.wmf]、
[image: image339.wmf]
で表される。一方、uをx方向の変位、vをy方向の変位とすると、ひずみと変位の関係は、
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となる。xyをxとyで偏微分すると、
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であり、フックの法則から、
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となる。一方、静止した微小要素における力の釣り合いを考えると、x軸方向について
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となる。ここで、f​xは単位体積あたりの体力のx成分である。これより、
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同様に、x軸方向について
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となる。ここで、f​yは単位体積あたりの体力のy成分である。これより、
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を得る。今、体力がないときには、応力の釣り合いは、
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であり、せん断応力の共役性より、
[image: image351.wmf]を考慮して、
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となる。これより、
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としてよいから、
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ここで、
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となるような関数を選んでやると、応力の釣り合い式を満たしていることがわかるから、
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を得る。を応力関数、あるいはAiryの関数と呼ぶ。

円筒座標で表した場合に、がrのみの関数のとき、上式は
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と書け、一般解は、
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となることは、先に示した。
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