２－４．熱伝導方程式、拡散方程式

２—４—１．はじめに

　側面が断熱された、長さ、断面積Aの棒を考えよう。棒にはその軸に沿って、温度分布f(x)が存在するものとする。熱力学の法則より、熱は温度が高い方から低い方に移動する。x 〜 x + dxの間にある微小区間dxを考えると、単位時間、単位面積あたりに流れる熱流束jは温度勾配に比例し、以下のようになる。



[image: image1.wmf]　　（フーリエの第一法則）

ここで、kは熱伝導率である。

　そこで、tの時間あたりにこの要素に入ってくる熱量Qinを考えると、


[image: image2.wmf]
となり、出ていく熱量Qoutは、



[image: image3.wmf]
であるから、微小要素に蓄えられた熱量Qは以下のように表される。



[image: image4.wmf]
一方、微小要素の比熱をc、密度をとするとき、微小要素の体積がAdxであることに注意すると、蓄えられた熱量による温度変化Tは、以下のように表される。



[image: image5.wmf]
よって、



[image: image6.wmf]
より



[image: image7.wmf]
となり、
[image: image8.wmf]で、以下の１次元熱伝導方程式



[image: image9.wmf]

（フーリエの第２法則）

を得る。比熱、密度、熱伝導度が一定のときには、１次元熱伝導式は、以下のように簡単となる。



[image: image10.wmf]
　物質中の拡散についても、単位時間、単位面積当たりの物質流束をjは濃度Cの勾配に比例し、以下の式で与えられる。



[image: image11.wmf]
（フィックの第１法則）

ここで、Dは拡散係数である。さらに、熱伝導方程式と同様に、面積A、幅dxの微小要素について考えてみよう。微小時間tの間に、微小要素に流入してくる原子の数をNinとすると、



[image: image12.wmf]
微小要素から出ていく原子の数をNoutとすると、



[image: image13.wmf]
である。よって、微小要素に蓄積された原子の数Nは、



[image: image14.wmf]
となる。ここで、微小要素の濃度の変化をCとすると、微小要素の体積はAdxであるから、



[image: image15.wmf]
であり、



[image: image16.wmf]
において、
[image: image17.wmf]とおくと以下の一次元拡散方程式を得る。



[image: image18.wmf]
（フィックの第２法則）

拡散係数が一定の場合には、



[image: image19.wmf]
を得る。

２－４－２．1次元熱伝導方程式（拡散方程式）と変数分離
２—４—２—１．両端の温度が同一で固定されている伝熱問題

　初期に温度分布f(x)が与えられ、両端の温度が０に固定されている、長さの棒内の温度変化について考える。この熱伝導問題は以下の式でまとめられる。


[image: image20.wmf]、（
[image: image21.wmf]）

初期条件　t = 0での温度分布： 
[image: image22.wmf]

境界条件　
[image: image23.wmf]
変数分離形



[image: image24.wmf]
とおくと、



[image: image25.wmf]、
[image: image26.wmf]
より、偏微分方程式は



[image: image27.wmf]
となり、



[image: image28.wmf]
１）
[image: image29.wmf]のとき、
[image: image30.wmf]とおくと、




[image: image31.wmf]、∴
[image: image32.wmf]



[image: image33.wmf]、∴
[image: image34.wmf]
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境界条件より




[image: image36.wmf]、∴
[image: image37.wmf]



[image: image38.wmf]


∴
[image: image39.wmf]

となり、
[image: image40.wmf]の自明な解しか与えない。

２）
[image: image41.wmf]のとき
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[image: image43.wmf]



[image: image44.wmf]、∴
[image: image45.wmf]
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境界条件より、
[image: image47.wmf]
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∴
[image: image49.wmf]の自明な解しか与えない。

３）
[image: image50.wmf]のとき、
[image: image51.wmf]とおくと、




[image: image52.wmf]、∴
[image: image53.wmf]
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[image: image55.wmf]
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境界条件より、
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[image: image58.wmf]
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[image: image60.wmf]であるためには、
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より、
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であるから、以下の固有値を得る。
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よって対応する固有関数
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　　から、一般解





[image: image65.wmf]

を得る。

　　　ここで初期条件





[image: image66.wmf]

より、係数Bnは以下で与えられる。
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２—４—２—２．両端の温度が異なり、初期温度分布が直線的に与えられている伝熱問題（定常状態）

　この問題は以下のようにまとめられる。



[image: image68.wmf]、（
[image: image69.wmf]）

初期条件　t = 0での温度分布： 
[image: image70.wmf]

境界条件　
[image: image71.wmf]、
[image: image72.wmf]
変数分離形



[image: image73.wmf]
を用いると、２—４—２—１の議論より、


[image: image74.wmf]
である。ここで、

１）
[image: image75.wmf]のとき、
[image: image76.wmf]とおくと、
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[image: image78.wmf]
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[image: image80.wmf]
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境界条件より
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であるから、


[image: image84.wmf]

[image: image85.wmf]

となって、係数A、Bは時間に依存してしまうので、好ましくない。

２）
[image: image86.wmf]のとき
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[image: image88.wmf]



[image: image89.wmf]、∴
[image: image90.wmf]
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境界条件より、
[image: image92.wmf]
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∴
[image: image94.wmf]

よって、
[image: image95.wmf]
であり、これは初期条件を満たすことがわかる。（この場合、uは時間に依存しないので定常熱伝導という）。

３）
[image: image96.wmf]のとき、
[image: image97.wmf]とおくと、
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[image: image99.wmf]
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[image: image101.wmf]
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境界条件より




[image: image103.wmf]、∴
[image: image104.wmf]

となって、係数が時間に依存することになり、好ましくない。

２—４—２—３．両端が断熱されている場合

　この問題は以下のようにまとめられる。



[image: image105.wmf]、（
[image: image106.wmf]）

初期条件　t = 0での温度分布： 
[image: image107.wmf]

境界条件　
[image: image108.wmf]、
[image: image109.wmf]
変数分離形



[image: image110.wmf]
を用いると、２—４—２—１の議論より、


[image: image111.wmf]
である。ここで、

１）
[image: image112.wmf]のとき、
[image: image113.wmf]とおくと、




[image: image114.wmf]、∴
[image: image115.wmf]



[image: image116.wmf]、∴
[image: image117.wmf]



[image: image118.wmf]

境界条件より、




[image: image119.wmf]、∴
[image: image120.wmf]



[image: image121.wmf]


∴
[image: image122.wmf]

となって、
[image: image123.wmf]の自明な解しか与えない。

２）
[image: image124.wmf]のとき
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[image: image126.wmf]



[image: image127.wmf]、∴
[image: image128.wmf]



[image: image129.wmf]

境界条件より、
[image: image130.wmf]
境界条件だけでは、係数Bの値が定まらないが、場所、時間によらず、
[image: image131.wmf]と一定でなければならない。しかし、初期条件



[image: image132.wmf]
において、f(x)が任意の関数となる場合には解とならない。, 
[image: image133.wmf]と一定のとき、
[image: image134.wmf]であり、



[image: image135.wmf]
を与える。

３）
[image: image136.wmf]のとき、
[image: image137.wmf]とおくと、




[image: image138.wmf]、∴
[image: image139.wmf]
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[image: image141.wmf]
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境界条件より




[image: image143.wmf]、∴
[image: image144.wmf]
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[image: image146.wmf]であるためには、
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よって、





[image: image148.wmf]

であるから、一般解は





[image: image149.wmf]

となる。ここで初期条件より、





[image: image150.wmf]

であるから、係数Anについて、以下のように与えられる。
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　　　　一方、２）で考えたような初期温度が一定の場合を考えてみると、
[image: image152.wmf]とおいて





[image: image153.wmf]


となり、
[image: image154.wmf]に関するすべての係数Anは０である。よって、





[image: image155.wmf]

であるから、初期条件を満たさない。

２—４—３．２次元の熱伝導問題

２—４—２—１．両端の温度が同一で固定されている伝熱問題

　初期に温度分布f(x, y)が与えられ、両端の温度が０に固定されている、長さ、奥行きhの棒内の温度変化について考える。この熱伝導問題は以下の式でまとめられる。


[image: image156.wmf]、（
[image: image157.wmf]）

初期条件　t = 0での温度分布： 
[image: image158.wmf]

境界条件　
[image: image159.wmf]  




  
[image: image160.wmf]

[image: image161.wmf]と変数分離すると、与えられた偏微分方程式は、



[image: image162.wmf]
となるから、
[image: image163.wmf]で両辺を割って



[image: image164.wmf]
とおく。これより

１）
[image: image165.wmf]のとき、



[image: image166.wmf]
より、
[image: image167.wmf]
となる。ただし、Eは0でない定数である。また、



[image: image168.wmf]、∴
[image: image169.wmf]
となる。


[image: image170.wmf]
のとき、
[image: image171.wmf]、
[image: image172.wmf]であるが、境界条件より




[image: image173.wmf]において、
[image: image174.wmf]であるためには、





[image: image175.wmf]

同様に、
[image: image176.wmf]において、
[image: image177.wmf]であるためには、





[image: image178.wmf]、∴
[image: image179.wmf]

となるから、
[image: image180.wmf]となってふさわしくない。


[image: image181.wmf]のとき、
[image: image182.wmf]とおくと



[image: image183.wmf]より、
[image: image184.wmf]となる。ここで境界条件より





[image: image185.wmf]




[image: image186.wmf]


[image: image187.wmf]であるためには、





[image: image188.wmf]

が実数のときには、
[image: image189.wmf]であるから、ふさわしくない。


が虚数のときには、
[image: image190.wmf]とおくと、
[image: image191.wmf]となるから、





[image: image192.wmf]、∴
[image: image193.wmf]

より、





[image: image194.wmf]

として、





[image: image195.wmf]
を得る。一方、このとき、
[image: image196.wmf]となるから、
[image: image197.wmf]であり、境界条件より、
[image: image198.wmf]において、
[image: image199.wmf]であるためには、




[image: image200.wmf]
また、
[image: image201.wmf]において、
[image: image202.wmf]であるためには、




[image: image203.wmf]
でなければならない。Bは０でない実数であるので、
[image: image204.wmf]、
[image: image205.wmf]となり、
[image: image206.wmf]となってふさわしくない。

２）
[image: image207.wmf]のとき、



[image: image208.wmf]、∴
[image: image209.wmf]




となる。ただし、Eは0でない定数である。また、



[image: image210.wmf]
において、



[image: image211.wmf]、
[image: image212.wmf]
とおくと、



[image: image213.wmf]
であり



[image: image214.wmf]、∴
[image: image215.wmf]


[image: image216.wmf]、∴
[image: image217.wmf]
となる。境界条件より、それぞれ



[image: image218.wmf]、
[image: image219.wmf]


[image: image220.wmf]、
[image: image221.wmf]
となり、
[image: image222.wmf]、
[image: image223.wmf]であるためには、
[image: image224.wmf]、
[image: image225.wmf]とおいて、



[image: image226.wmf]


[image: image227.wmf]
を満たせばよいから、



[image: image228.wmf]


[image: image229.wmf]
となる。よって、



[image: image230.wmf]


[image: image231.wmf]
を得る。また、
[image: image232.wmf]であったから、



[image: image233.wmf]
として、



[image: image234.wmf]
となる。従って、



[image: image235.wmf]
となり、改めて、
[image: image236.wmf]と置き直すと、



[image: image237.wmf]
を得る。これより、一般解は、



[image: image238.wmf]
となる。初期条件より、



[image: image239.wmf]
であるから、フーリエ二重級数の係数の決定法を用いて、係数Amnを定めることができる。すなわち



[image: image240.wmf]
より、



[image: image241.wmf]
さらに



[image: image242.wmf]
となる。

例題）

[image: image243.wmf]、（
[image: image244.wmf]）

初期条件　t = 0での温度分布： 
[image: image245.wmf]

境界条件 　x軸の端で温度０：
[image: image246.wmf]  




 y軸の端で断熱： 
[image: image247.wmf]
解答例）


[image: image248.wmf]と変数分離すると、与えられた偏微分方程式は、



[image: image249.wmf]
となるから、
[image: image250.wmf]で両辺を割って



[image: image251.wmf]
とおく。さらに、



[image: image252.wmf]、
[image: image253.wmf]
とおくと、



[image: image254.wmf]
である。
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[image: image256.wmf]


[image: image257.wmf]、∴
[image: image258.wmf]


[image: image259.wmf]、∴
[image: image260.wmf]
となる。

1） まず、
[image: image261.wmf]の場合を考えてみると、



[image: image262.wmf]、∴
[image: image263.wmf]　（ただしEは定数）


であり、かつ
[image: image264.wmf]のときには、



[image: image265.wmf]、
[image: image266.wmf]
境界条件より、
[image: image267.wmf]において、
[image: image268.wmf]であるためには、
[image: image269.wmf]、また、
[image: image270.wmf]において、
[image: image271.wmf]であるためには、
[image: image272.wmf]であるから、
[image: image273.wmf]となってふさわしくない。

　
[image: image274.wmf]のときには、
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[image: image276.wmf]
となる。ここで境界条件より、 
[image: image277.wmf]において、
[image: image278.wmf]であるためには、



[image: image279.wmf]
また、
[image: image280.wmf]において、
[image: image281.wmf]であるためには、



[image: image282.wmf]
であり、
[image: image283.wmf]であるためには、



[image: image284.wmf]
でなければならない。
[image: image285.wmf]のとき、
[image: image286.wmf] が正の実数のとき、
[image: image287.wmf]であるからふさわしくない。そこで、
[image: image288.wmf]とおいて、



[image: image289.wmf]
より、



[image: image290.wmf]


[image: image291.wmf]
となる。次に、境界条件
[image: image292.wmf]より、
[image: image293.wmf]であるためには、



[image: image294.wmf]
より、
[image: image295.wmf]であり、境界条件
[image: image296.wmf]より、
[image: image297.wmf]であるためには、



[image: image298.wmf]
となる。ここで、
[image: image299.wmf]であったから、



[image: image300.wmf]
であり、
[image: image301.wmf]、∴
[image: image302.wmf]となってふさわしくない。

２）
[image: image303.wmf]のときを考える。
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[image: image305.wmf]


[image: image306.wmf]、∴
[image: image307.wmf]


[image: image308.wmf]、∴
[image: image309.wmf]
となる。ここで、境界条件より、 
[image: image310.wmf]において、
[image: image311.wmf]であるためには、



[image: image312.wmf]
また、
[image: image313.wmf]において、
[image: image314.wmf]であるためには、



[image: image315.wmf]
であり、
[image: image316.wmf]であるためには、



[image: image317.wmf]
でなければならない。
[image: image318.wmf]のとき、
[image: image319.wmf] が正の実数のとき、
[image: image320.wmf]であるからふさわしくない。そこで、
[image: image321.wmf]とおいて、



[image: image322.wmf]
より、



[image: image323.wmf]


[image: image324.wmf]
次に、境界条件
[image: image325.wmf]より、
[image: image326.wmf]であるためには、



[image: image327.wmf]
より、
[image: image328.wmf]であり、境界条件
[image: image329.wmf]より、
[image: image330.wmf]であるためには



[image: image331.wmf]
となる。
[image: image332.wmf]であるためには、
[image: image333.wmf]とおいて、



[image: image334.wmf]
より、



[image: image335.wmf]


[image: image336.wmf]
となる。ここで、注意しなければならないのは、
[image: image337.wmf]のときでも、
[image: image338.wmf]となって0ではないので、
[image: image339.wmf]も加えていることである。また、
[image: image340.wmf]であったから、



[image: image341.wmf]


[image: image342.wmf]
となり、



[image: image343.wmf]　（
[image: image344.wmf]）

を得る。ここで、改めて、
[image: image345.wmf]とおくと、



[image: image346.wmf]
であり、これらの解の重ね合わせにより次の一般解が得られる。
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初期条件より、



[image: image348.wmf]
であるから、



[image: image349.wmf]
とおくと、



[image: image350.wmf]


[image: image351.wmf]
２—４—３．無限体における熱伝導問題

２—４—３—１．無限体における熱伝導問題

　熱伝導の初期値、境界値問題において、まず以下の条件を考えてみる。
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[image: image353.wmf]）
初期条件　t = 0での温度分布： 
[image: image354.wmf]


境界条件　
[image: image355.wmf]
変数分離形



[image: image356.wmf]
を用いると、これまでの議論より、


[image: image357.wmf]
である。よって、



[image: image358.wmf]
を得る。一方、初期条件より
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となる。ここで、
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であるが、
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として、
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[image: image365.wmf]
となるから、



[image: image366.wmf]
となる。ここで、
[image: image367.wmf]とすると、



[image: image368.wmf]
であることに注意して、



[image: image369.wmf]
と書ける。さらに、積分の順番を変えると、以下のように表せる。
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ここで、｛　｝内の積分について考えよう。
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は、
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さらに、
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