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偏微分方程式　
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　　 )0,10( ≥≤≤ tx 　について，以下の問に答えなさい。

（i） 変数分離法を用いて， ),( txu の一般解を求めよ

（ii）次の境界条件を満たす解 ),( txu を求めよ．

0),0( =tu ， 0),1( =tu

（iii）（ii）の境界条件を満たし，かつ，次の初期条件を満たす解 ),( txu を求めよ．
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（解答例）

（i）     u(x, t ) = X( x)T (t )とおくと， )()(
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となり，これらを与式に代入する

と，
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0)()(),( ≠= tTxXtxu とおいて上式を除すと，
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となり，この関係が常に成立するためには，
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（ただし µ は未定定数）とならなければならない．したがって，

0)()( =−′′ xXxX µ       (1)

0)()( =−′′ tTtT µ         (2)

0=µ のとき，式(1)の一般解は BAxxX +=)( ，式(2)の一般解は DCttT +=)( となる．よって，

))(()()(),( DCtBAxtTxXtxu ++== 　（ただし， A， B，C，Dは未定定数）

0≠µ のとき，式(1)の一般解は xx BeAexX µµ −+=)( ，式(2)の一般解は tt DeCetT µµ −+=)( となる．よって，

))(()()(),( ttxx DeCeBeAetTxXtxu µµµµ −− ++== 　（ただし， A， B，C，Dは未定定数）

（ii） 0=µ のとき，境界条件より， 0)(),0( == tBTtu ， 0)()(),1( =+= tTBAtu となる．

0)( ≠tT の場合も成立するためには， 0== BA ．よって， 0),( =txu となって不適である．

0≠µ のとき，境界条件より， 0)()(),0( =+= tTBAtu ， 0)()(),1( =+= − tTBeAetu µµ
となる．

0)( ≠tT の場合も成立するためには， 0=+ BA ， 0=+ − µµ BeAe となる必要がある．よって，

BA −= ， 0)( =− − µµ eeA

0),( ≠txu であるためには 0≠−= BA であるから 0=− − µµ ee ． 0>µ のときには常に ll µµ −> ee なので，

不適であり，  µ < 0でなければならない．  µ < 0のとき， 0>λ である定数を用いて， 22 )( λλµ i=−= とおくと，

0sin2 ==−=− −− λλλµµ ieeee ii

上式が成り立つためには， 0>λ より πλ n= ， L,2,1=n ．したがって，



{ }tDCitDCxiADeCeeeAtTxXtxu titxixi λλλλλλλ sin)(cos)(sin2))(()()(),( −++=+−== −−

)sincos(sin tnbtnaxn πππ += 　　　（ただし， L,2,1=n ）

ここで， )(2 DCiAa += ， )(2 DCiiAb −= とおいた． ),( txu に添え字 nをつけると，

)sincos(sin),( tnbtnaxntxu nnn πππ += ， L,2,1=n

解の重ね合わせの法則より，求める解は
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（iii）初期条件より，
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式(3)が成立つためには， 1=n のとき，  11 =a ， 1=n 以外の項で全ての項で 0=na でなければならない．ま

た，式(4)が成立つためには， 2=n のとき， 12 =b ， 2=n 以外の項で 0=nb とならなければならない．以上

より、求める解は以下となる．

tsin22sincossin),( ππππ xtxtxu +=


