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ベクトル解析

１．ベクトルの復習

１－１．空間ベクトル

ベクトル（vector）は、幾何学的概念や関係を数量化して扱いたい際に非常に便利で

あり、幾何学的関係を簡潔な表現であらわすことができる。例えば、3次元の直交座標

系である xyz座標において、原点 Oを とするとき、点 Pの位置が であら)0,0,0( ),,( zyx

わされるものとする。このとき、半径 Rの球の表面に点 Pがある条件は

2222 Rzyx =++

である。一方、原点 Oから点 Pまで矢印を引いて作られるベクトル を用いるとOP

R=|OP|

のように簡潔に表すことができる。この式の意味

は、原点から引いたベクトル の線分の長さはOP

であり、これが Rで一定であるということで|OP|

ある。球内の空間であれば であり、球外R<|OP|

の空間であれば である。このように、ベR>|OP|

クトルは空間を表すことができるので、空間ベク

トル（あるいは位置ベクトル）と言う場合がある。

我々は線分 OPを逆にたどって、ベクトル PO

を作ることができる。 は と同じ線分をもつPO OP

が方向が逆転する。このとき、

OPPO −=

とし、負の符号で向きが逆であることを表す。

点 Pが原点 Oと一致するときには、ベクトルの線分の長さは０である。このように

大きさが０であるベクトルを零ベクトルといい、単に 0で表す（あるいは と表すこ0
�

ともある）。点 Pが原点 Oと一致しない場合に、原点 Oから点 Pに行き、再び点 Pか

ら原点 Oに復帰する作業は、
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0==+ OOPOOP

となる。一方、点 Pから原点 Oに行き、再び原点 Oから点 Pに復帰する作業は

0==+ PPOPPO

と表される。いずれも結果は零ベクトルであるが、最終的な始点と終点はそれぞれ原

点 O、点 Pであって異なる。このようにベクトルの表す位置が重要な意義を持つ場合

には、 とはならない。しかし、始点や終点の位置にこだわらないでOPPOPOOP +=+

良い場合にはいずれの場合も始点＝終点であって、このことを 0OPPOPOOP =+=+

で表すことになる。

上に示したベクトルは始点、終点の位置が規定される位置ベクトルであり、これを

束縛ベクトルという。これに対して、ベクトルの大きさと方向のみが重要であり、そ

の始点・終点の位置を問題にしない場合には、ベクトルは並進操作により移動可能で

ある。このようなベクトルを自由ベクトルという。

１－２．ベクトルの基本的な性質

（１）加減計算と成分表記

二つのベクトル Aと Bの加減は、

、ABBA +=+ ABBA +−=−

のように交換可能である。3次元空間を構成

する座標の単位ベクトル（基本ベクトル）を

、 、)0,0,1(=i )0,1,0(=j )1,0,0(=k

とするとき、それぞれのベクトルは、

),,( zyxzyx aaaaaa =++= kjiA

),,( zyxzyx bbbbbb =++= kjiB

のように成分で表現できる。3次元空間を表

す xyz座標が直交座標系であるならば、それ

ぞれのベクトルの大きさ（絶対値）は、

222
zyx aaaA ++== |A|

222
zyx bbbB ++== |B|

である。
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（２）ベクトルの内積

二つのベクトル A、Bのなす角を θとする。このとき、

ベクトルAをB上へ垂直に射影した長さは であθcos|| A

り、これと Bの大きさとの積を

θcos|||| BABA =⋅

のように表記して、ベクトル Aと Bの内積（inner product）

と呼ぶ。ベクトル Bを A上へ射影した長さは θcos|| B

であり、これと Aの大きさの積も となθcos|||| BABA =⋅

る。内積はスカラー量を表すのでスカラー積（scalar

product）とも呼ばれたり、積を・で表すのでドットプロ

ダクト（dot product）と呼ばれることもある。内積の定

義より明らかなように

ABBA ⋅=⋅

であって、積の順序は交換可能である。また、

CABACBA ⋅+⋅=+⋅ )(

の分配の法則が成り立つ。

証明：－

とすると、ベクトル Dの AへCBD +=

の射影長さは OEであり、

||
OE

A

DA ⋅
=

となる。一方、ベクトル Bと Cの Aへの射

影長さはそれぞれ OD、DEであって

、
||

OD
A

BA ⋅
=

||
DE

A

CA ⋅
=

で与えられる。 であるから明DEODOE +=

らかに

CABACBADA ⋅+⋅=+⋅=⋅ )(

となる。

直交座標軸の単位ベクトルに関しては、
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1=⋅=⋅=⋅ kkjjii

0=⋅=⋅=⋅=⋅=⋅=⋅ kiikjkkjijji

xyz座標が直交座標系であるとき、 とし、 とおBAC += ),,( zyxzyx cccccc =++= kjiC

くと、

、 、xxx bac += yyy bac += zzz bac +=

が成り立つから、ベクトル Cの大きさは、

||)()()( 222222
BA|C| +=+++++=++== zzyyxxzyx bababacccC

である。これらより、

)(2

)()()(

)(

222222222

222

zzyyxx

zyxzyxzzyyxx

bababa

bbbaaabababa

BAC

++=

−−−−−−+++++=

+−

を得る。ベクトル A、Bの内積（スカラー積）として、 を以下のように定義するBA ⋅

こともできる。

BABA ⋅++=+= 2|| 2222 BAC

これを用いると、

BA ⋅=+− 2)( 222 BAC

であって、先の式と比較すると、内積は

zzyyxx bababa ++=⋅BA

となることがわかる。

同様にして、 とし、 とおくと、BAD −= ),,( zyxzyx dddcdd =++= kjiD

、 、xxx bad −= yyy bad −= zzz bad −=

が成り立つ。このときベクトル Dの大きさは、

||)()()( 222222
BA|D| −=−+−+−=++== zzyyxxzyx bababadddD

なので、

)(2

)()()(

)(

222222222

222

zzyyxx

zyxzyxzzyyxx

bababa

bbbaaabababa

BAD

++−=

−−−−−−−+−+−=

+−
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となる。一方、内積を用いると であるので、BABA ⋅−+=−= 2|| 2222 BAD

BA ⋅−=+− 2)( 222 BAD

を得る。先の式と比較すると、

zzyyxx bababa ++=⋅BA

となることがわかる。

三角形の余弦定理より、ベクトル Aと Bのなす角を θとすると、

θcos2222 ABBAD −+=

であるので、先の成分表記と比較すると、内積は

zzyyxx bababaAB ++==⋅ θcosBA

であって、ベクトル Aをベクトル Bに射影した長さ Acosθとベクトル Bの大きさにか

けたもの、あるいは、ベクトル Bをベクトル Aに射影した長さ Bcosθとベクトル Aの

大きさにかけたものを意味する。逆に、ベクトル Aと Bのなす角 θは、

222222
cos

zyxzyx

zzyyxx

bbbaaa

bababa

AB ++++

++
=

⋅
=

BA
θ

となる。

（２）方向余弦

ベクトル Aに沿った単位長さのベクトル eAを考えると、









=++==

A
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A

a

A

a

A

a

A
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A

a

A

zyxzyx ,,kji
A

eA

である。一方、ベクトル Aと x、y、z軸とのなす角をそれぞれ αΑ、βΑ、γΑとすると、

、 、Ax Aa αcos==⋅ iA Ay Aa βcos==⋅ jA Az Aa γcos==⋅ kA

であるので、Aに沿った単位ベクトルは

)cos,cos,(coscoscoscos AAAAAA γβαγβα =++= kjieA

と表すことができる。このとき、単位ベクトルの成分を方向余弦という。明らかに

1coscoscos| 2222 =++= AAA γβαAe|

である。

ベクトル Bの単位ベクトルが

)cos,cos,(coscoscoscos BBBBBB γβαγβα =++= kjieB

で与えられるとき、ベクトル Aと Bの内積は

)coscoscoscoscos(cos

)(

BABABAAB

AB
BA

AB

γγββαα ++=

⋅=







⋅=⋅ BA ee
BA
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と表すことができる。よって、ベクトル Aと Bのなす角は

BABABA γγββααθ coscoscoscoscoscoscos ++=⋅= BA ee

で与えられる。

（３）ベクトルの外積（ベクトル積）

ベクトルAとBを辺とする平行四辺形の面積を

Sとすると、Aと Bのなす角が θのとき、

θsin|||| BA=S

となる。ここで、大きさ Sをもち平行四辺形に垂

直なベクトル Sを以下のように定義する。

BAS ×=

これをベクトルの外積（outer product、ベクトル積

vector product、クロスプロダクト cross product）と

いう。外積においては積の順番は重要である。こ

こでは反時計回りを正に取る右ねじの法則に従う

ものとして定義する。すると、 は逆周りにAB×

なって、反対向きのベクトル を作ることになS−

るので

ABBAS ×−=×=

であって非交換（反交換）の関係となる。

明らかに、 かつ のとき、 となるのは、ベクトル Aと Bが平行で0≠A 0≠B 0=× BA

同じ向き（ ）か逆向き（ ）のいずれかである。したがって、 であ0=θ πθ = 0≠×BA

るならば、外積 は、平行ではないベクトル Aと Bを同時に含む平面を表すことBA×

になる。また、外積 は Aと Bのいずれにも垂直なので、BA×

0)()( =×⋅=×⋅ BABBAA

であり、Aと Bを同時に含む面内のベクトルを Cとすれば、外積 は Cにも垂直BA×

なので、 となる。ここで、Aと Bを同時に含む面内のベクトルを Cは、0)( =×⋅ BAC

、ただし a、bは係数BAC ba +=

と書けるので、

0)()()()( =×⋅+×⋅=×⋅+ BABBAABABA baba

である。

次に、ベクトル Aと Bの外積において、Aを Bに平行なベクトル A1と垂直なベクト

A

B

Bsinθ
Asinθ
θ 面積 S

S =A × B

A

B

θ 面積 S

−S = B ×A
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ル A2に分けて考えてみる。すなわち

21 AAA +=

とする。これより、

BABABA ×=×+× 221

を得る。また、Aは A2と Bで作られる平面内にあるので、

0)()( 22 =×⋅=×⋅ BABBAA

であって、 は Aにも Bにも垂直なベクトルである。よって、係数 λを用いてBA ×2

)( 2 BABA ×=× λ

とかける。ここで であり、 であるθsin|||| 2 AA = ||||||sin|||||| 22 BABABABA ×===× θ

ことから、 を得る。よって、1=λ

BABA ×=× 2

である。このことの証明は図を用いるともっと簡便である。

外積では、以下の分配の法則が成り立つ。

CABACBA ×+×=+× )(

証明：－

0

00

)(

=

+=

×⋅+×⋅=

×+×⋅

CAABAA

CABAA

ならびに、

0

00

)()(

)()(

=

+×⋅−×⋅+=

×⋅+×⋅+×⋅+×⋅=

×⋅++×⋅+=

×+×⋅+

BACBAC

CACCABBACBAB

CACBBACB

CABACB

であるので、 は Aと に垂直なベクトルである。よって、CABA ×+× CB +

)}({ CBACABA +×=×+× λ

とおくことができる。ここで Bとの内積を取ると、左辺は

CABCABCABBABCABAB ×⋅=×⋅+=×⋅+×⋅=×+×⋅ 0)(

となる。また、右辺は

)()(0

)()()()()}(({

CABABC

ABCABBABCBCBAB

×⋅=×⋅+=

×⋅+×⋅=×⋅+=+×⋅

λλ
λλλλ

となるので、 でなければならない。よって、1=λ
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DACABA ×=×+×

である。

3次元直交座標系の xyz座標を表す単位ベクトル i、j、kは、xyz軸が右ねじの法則で

取られているならば、

0=×=×=× kkjjii

、 、 ； 、 、kji =× ikj =× jik =× kij −=× ijk −=× jki −=×

の関係をとる。よって、ベクトル Aと Bの外積は

kji

ijikjk

kkkjki

jkjjji

ikijii

kjikjiBA

)()()(

)()()(

)()()(

)()()(

)()(

xyyxzxxzyzzy

zyzxyzyxxzxy

zzzyzx

yzyyyx

xzxyxx

zyxzyx

babababababa

babababababa

bababa

bababa

bababa

bbbaaa

−+−+−=

+−−++−=

×+×+×+

×+×+×+

×+×+×=

++×++=×

で表される。行列式表示では、

kji

kji

BA
yx

yx

zx

zx

zy

zy

zyx

zyx bb

aa

bb

aa

bb

aa

bbb

aaa +−==×

と表すことができる。

また、外積の定義より、二つのベクトルのなす角度は

||
||

sin BA ee
BA

×=
×

=
AB

θ

で表される。ここで、 ならびに より、BA ee ⋅=θcos 1sincos 22 =+ θθ

、あるいは22 )(1|| BABA eeee ⋅−=× 2)(1|| BABA eeee ⋅−=×

の関係がある。

（４）スカラー三重積

右ねじの関係にある A、B、Cのベクトルを辺とす

る平行 6面体の体積を Vとすると、

)()()( BACACBCBA ×⋅=×⋅=×⋅=V

で与えられる。外積は反交換であるから、

)()()( ABCCABBCA ×⋅−=×⋅−=×⋅−=V

B

C

A

B×C

nBC
hA
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となる。

証明：－

ベクトル Bと Cを辺とする平行四辺形の面積を SBCとすると、

、ただし、BCn
CB

CB
CBCB BCS=

×

×
×=×

||
||

|| CB

CB
nBC ×

×
=

とできる。ここで nBCは、平行四辺形の単位法線ベクトルである。よって、

、ただし、ABCBC hSS =⋅=×⋅ BCnACBA )( BCnA ⋅=Ah

となる。ここで、hAはベクトル Aを平行四辺形の垂直な軸に射影した高さであるので、

はベクトル A、B、Cを辺とする平行六面体の体積 Vを表す。他の場合も同様にABChS

して証明される。

いま、任意のベクトル rを、互いに平行ではない三つのベクトル A、B、Cを用いて、

、ただし、a、b、cは係数CBAr cba ++=

で表せるものとする。このとき、各係数は

より、aVa =×⋅=×⋅ CBACBr
V

a
CBr ×⋅

=

より、bVb =×⋅=×⋅ ACBACr
V

b
ACr ×⋅

=

、cVc =×⋅=×⋅ BACBAr
V

c
BAr ×⋅

=

で与えられる。

※ 逆ベクトル

、 、
)(

*
CBA

CB
A

×⋅

×
=

)(
*

CBA

AC
B

×⋅

×
=

)(
*

CBA

BA
C

×⋅

×
=

で与えられるベクトルを考える。これらより、

1*** =⋅=⋅=⋅ CCBBAA

0****** =⋅=⋅=⋅=⋅=⋅=⋅ BCACCBABCABA

となる。このようなベクトルを逆ベクトルという。

これを用いると、 、 のとき、CBAr 321 rrr ++= *C*B*Ah 321 hhh ++=

332211 rhrhrh ++=⋅ rh

を得る。
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（５）ベクトル三重積

右ねじの関係にある A、B、Cのベクトルを考

える。このとき、 とおくと、BAS ×=

CSCBA ×=×× )(

であって、上のベクトルは Aと Bの作る平面の

法線ベクトル Sと Cの外積になる。ここで、

で表されるベクトルは Sに垂直になるのCS ×

で、Aと Bの作る平面に必ず含まれる。先の計

算より

kjiBA )()()( xyyxzxxzyzzy babababababa −+−+−=×

であるので、

ACBBCA

kji

kji

k

ji

k

ji

k

ji

k

ji

kji

kji

k

ji

kji

CBA

)()(

))((

))((

)(

)()(

)(

)()(

)(

)()(

)(

)()(

)()()(

)()()(

)(

⋅−⋅=

++++−

++++=

++−

++−++−

+++

+++++=

++−

++−++−

+++

+++++=

+−+−+−

+++++=

−−
+

−−
+

−−
=

−−−=××

zyxzzyyxx

zyxzzyyxx

zzzyyxx

yzzyyxxxzzyyxx

zzzyyxx

yzzyyxxxzzyyxx

zzzyyzxxz

zzyyyyxxyzzxyyxxxx

zzzyzyxzx

zyzyyyxyxzxzyxyxxx

xxzyyzzzyxxyyyxzzx

xzxyzyzyzxyxyxyzxz

yx

zxxzyzzy

xz

yzzyxyyx

zy

xyyxzxxz

zyx

xyyxzxxzyzzy

aaacbcbcb

bbbcacaca

acbcbcb

acbcbcbacbcbcb

bcacaca

bcacacabcacaca

cbacbacba

cbacbacbacbacbacba

cbacbacba

cbacbacbacbacbacba

cbacbacbacbacbacba

cbacbacbacbacbacba

cc

babababa

cc

babababa

cc

babababa

ccc

babababababa

を得る。

A

B

C A×B

(A×B)×C
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次に、 を考えてみる。この場合にも、ベクトル は に垂直)( CBA ×× )( CBA ×× CB×

なので、Bと Cを含む平面内にあり、Aに垂直なベクトルである。ベクトル成分で計

算すると以下のようになる。

kjiCB )()()( xyyxzxxzyzzy cbcbcbcbcbcb −+−+−=×

なので、

CBABCA

kji

kji

k

ji

k

ji

kji

kji

k

ji

kji

CBA

)()(

))((

))((

)(

)()(

)(

)()(

)()()(

)()()(

)(

⋅−⋅=

++++−

++++=

++−

++−++−

+++

+++++=

+−+−+−

+++++=

−−
+

−−
+

−−
=

−−−

=××

zyxzzyyxx

zyxzzyyxx

zzzyyyxxx

yzzyyyyxxxzxxyyxxx

zzzyzyxzx

zyzyyyxyxzxzyxyxxx

zyyzxxyxxyzzxzzxyy

yzyxzxxyxzyzzxzyxy

zxxzyzzy

yx

yzzyxyyx

xz

xyyxzxxz

zy

xyyxzxxzyzzy

zyx

cccbababa

bbbcacaca

cbacbacba

cbacbacbacbacbacba

cbacbacba

cbacbacbacbacbacba

cbacbacbacbacbacba

cbacbacbacbacbacba

cbcbcbcb

aa

cbcbcbcb

aa

cbcbcbcb

aa

cbcbcbcbcbcb

aaa

を得る。

以上より、

)()( CBACBA ××≠××

であって、ベクトル三重積においては計算の順序が異なると違ったベクトルを表すこ

とになる。
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２．１変数のベクトル関数

（１）ベクトル関数と微分

ベクトル Vが変数 tの関数で与えられ、xyz直交座標系で

kjiVV )()()()( tVtVtVt zyx ++==

で成分表示されるものとする。これをベクトル関数といい、それぞれの成分が連続で

あれば、ベクトル関数は連続といえる。このとき、変数が に変化した際にはtt ∆+

kjiV )()()()( ttVttVttVtt zyx ∆∆∆∆ +++++=+

となる。これより、ベクトルの変化量は

kji

VVV

)}()({)}()({)}()({

)()(

tVttVtVttVtVttV

ttt

zzyyxx −++−++−+=

−+=

∆∆∆

∆∆

となる。ここで、

、 、)()( tVttVV xxx −+= ∆∆ )()( tVttVV yyy −+= ∆∆ )()( tVttVV zzz −+= ∆∆

とおくと、

kjiV zyx VVV ∆∆∆∆ ++=

である。ベクトルの変化率は

kji
V

t

V

t

V

t

V

t

zyx

∆
∆

∆

∆

∆
∆

∆
∆

++=

で与えられるので、

のとき、ベクトル関数の導関数0→t∆

tdt

d

t ∆
∆

∆

VV

0
lim
→

=

あるいは

kjikji
V

dt

dV

dt

dV

dt

dV

t

V

t

V

t

V

dt

d zyxz

t

y

t

x

t
++=++=

→→→ ∆
∆

∆

∆

∆
∆

∆∆∆ 000
limlimlim

を得る。また、 での微分変化量として、0→t∆

kjiV zyx dVdVdVd ++=

を得る。

（２）導関数の性質

ベクトル関数の導関数には以下の性質がある。
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（ただし kは定数）
dt

d
k

dt

tkd VV
=

))((

dt

d

dt

d

dt

ttd VUVU
±=

± ))()((

dt

d

dt

d
tt

dt

d V
VV φ

φ
φ +=))()((

dt

d

dt

d
tt

dt

d V
UV

U
VU ⋅+⋅=⋅ ))()((

dt

d

dt

d
tt

dt

d V
UV

U
VU ×+×=× ))()((









×⋅+








×⋅+×⋅=×⋅

dt

d
V

dt

d

dt

d
ttt

dt

d W
UW

V
UW)V

U
WVU ()})()({)((









××+








××+××=××

dt

d
V

dt

d

dt

d
ttt

dt

d W
UW

V
UW)V

U
WVU ()})()({)((

（３）質点の運動

質点の位置が時間 tの関数として原点からの位置ベクトル で表されるものとす)(tr

る。微小時間 dt間のベクトルの微小変化は drであって、速度は

dt

dr
v =

で与えられる。速度ベクトル vは位置の変化量 drと同じ向きであり、軌跡の接線方向

に沿っている。すなわち、軌跡に沿った位置の変化量に対して微小線分 dsをとると、

、ただし、T
rr

v v
ds

d
v

dt

ds

ds

d
===

ds

dr
T =

となる。ここで、 は接線方向の速度であり、 は接線方向の単位ベクdtdsv /= dsd /rT =

トルである。

加速度は

2

2

dt

d

dt

d rv
a ==

で与えられる。また

ds

d
v

dt

dv

dt

ds

ds

d
v

dt

dv

dt

d
v

dt

dv
v

dt

d

dt

d T
T

t
T

T
TT

v
a 2)( +=+=+===

と書き表すこともできる。ここで、 であることから、1=⋅TT
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0=⋅
ds

dT
T

なので、 は接線ベクトル Tに垂直である。dsd /T

単位法線ベクトルを Nとすると、 であり、
ds

d
k

T
N =

θθ dddT == |||| T

である。また、dsの曲率半径を ρとすると、 であるので、θρdds =

、∴1
|

=====
ρθρ

θ k

d

d
k

ds

|d
k

ds

d
k|

TT
N| ρ=k

を得る。よって、

、または、
ds

dT
N ρ=

ρ
NT

=
ds

d

である。以上より、加速度は

NTa
ρ

2
v

dt

dv
+=

で表すことができる。右辺の最後の式の第 1

項は接線方向、すなわち、運動方向の加速度

（接線加速度）を表す。第２項は軌跡に垂直

な加速度成分である。

※単位接線ベクトルと単位法線ベクトル

単位接線ベクトルの定義より、

kji
r

T
s

z

s

y

s

x

ds

d

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

==

とできる。ここで接線の方向余弦を とすると、TTT γβα cos,cos,cos

kjikjiT TTT
s

z

s

y

s

x
γβα coscoscos ++=

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=

であるので、

、 、T
s

x
αcos=

∂
∂

T
s

y
βcos=

∂
∂

T
s

z
γcos=

∂
∂

を得る。また

dT

T

T+dT

r

r+dr

drρ
dθ

dθ

O
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1coscoscos 222

222

=++=







∂
∂

+







∂
∂

+







∂
∂

= TTT
s

z

s

y

s

x
γβα|T|

である。

次に、単位法線ベクトルについて考えてみると

より、
ρ
NrT

==
2

2

ds

d

ds

d
2

2

2
2

2

2
2

2

2

2

2

2

2
1












∂

∂
+











∂

∂
+











∂

∂
=⋅=

s

z

s

y

s

x

ds

d

ds

d rr

ρ

であるので、

2

2

2

2

2
2

2

2
2

2

2

1

ds

d

s

z

s

y

s

x

r
N










∂

∂
+









∂

∂
+









∂

∂

=

と表される。

一方、単位接線ベクトルと単位法線ベクトルを用いて、

NTb ×=

を定義すると、このベクトルは接線と法線がなす平面に垂直な単位法線ベクトルとな

る。これを従法線ベクトルと言う（Nのことを主法線ベクトルと言う）。

例）楕円 C： の単位接線ベクトル、曲率半径、単位法線ベクトル1
2

2

2

2

=+
b

y

a

x

、 、ただし とおく。これより、tax cos= tby sin= π20 ≤≤ t

、 である。従って、ta
dt

dx
sin−= tb

dt

dy
cos=

dttbtatdtbtdtadydxds 2222222222222 cossincossin +=+=+=

であり、 であるので、楕円の軌跡を反時計dttbtadydxd )cossin( jijir +−=+=

まわりに回るときの単位接線ベクトルは、

ji

ji

ji
r

T

2424

2

2424

2

222222222222

22222222

//

/

//

/

cossin

cos

cossin

sin

xbya

xb

xbya

ya

axbbya

abx

axbbya

bay

tbta

tb

tbta

ta

ds

d

+
+

+
−=

+
+

+
−=

+
+

+
−==

となる。
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曲率半径を ρとすると、単位法線ベクトルは である。ここで、
ds

dT
N ρ=

ji

j

i

j

i

ji
TT

22222

2

22222

2

22222

2222222

22222

2222222

2/32222

22

22222222

2/32222

22

22222222

22222222

)cossin(

sin

)cossin(

cos

)cossin(

cossin)()cossin(sin

)cossin(

cossin)()cossin(cos

)cossin(

cossin)(cos

cossin

sin

cossin

1

)cossin(

cossin)(sin

cossin

cos

cossin

1

cossin

cos

cossin

sin

tbta

tba

tbta

tab

tbta

ttbabtbtatb

tbta

ttbaatbtata

tbta

ttbatb

tbta

tb

tbta

tbta

ttbata

tbta

ta

tbta

tbta

tb

dt

d

ds

dt

tbta

ta

dt

d

ds

dt

dt

d

ds

dt

ds

d

+
−

+
−=

+

−−+−
+

+

−−+
−=












+

−
−

+

−

+
+












+

−
−

++
−=












+
+











+
−==

また、

2/32222

22222

2222

22222

224242

)cossin(

)cossin(

sincos

)cossin(

sincos

tbta

ab

tbta

tatbab

tbta

tbatba

ds

d

+
=

+

+
=

+

+
=

T

であるので、単位法線ベクトルは

ji
T

T
N

tatb

ta

tatb

tb

/dsd

dsd

22222222 sincos

sin

sincos

cos

||

/

+
−

+
−==

で与えられる。また、曲率半径は

ab

tbta

dsd

2/32222
)cossin(

|/|

1 +
==

T
ρ

となる。以上を xy座標に直すと、単位法線ベクトルは

ji

jiN

2424

2

2424

2

222222222222 //

/

//

/

yaxb

ya

yaxb

xb

byaaxb

bay

byaaxb

abx

+
−

+
−=

+
−

+
−=

であり、曲率半径は
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44

2/324242/3222222 )()//(

ba

yaxb

ab

axbbya +
=

+
=ρ

となる。このようにして得られた法線ベクトルは楕円の内側に向いている。

３．演算子

（１）勾配（gradient）

１）勾配の定義

x、y、zを変数とし、スカラー量で表される一回微分可能な関数 があるとき、),,( zyxφ

における関数の値は),,( dzzdyydxx +++

φφ

φφφ
φφ

dzyx

dz
z

dy
y

dx
x

zyxdzzdyydxx

+=

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+=+++

),,(

),,(),,(

で与えられる。これより、スカラー関数の微小変化は

dz
z

dy
y

dx
x

d
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=
φφφ

φ

となる。ここで、

zyx ∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

= kjigrad

と定義すると、

kji
zyx ∂

∂
+

∂
∂

+
∂
∂

=
φφφ

φgrad

と書くことができる。gradのように、関数にある作用を働きかけて所定の性質を持た

せる数学的記号を演算子（operator）という。

であることに注意すると、kjir dzdydxd ++=

rddz
z

dy
y

dx
x

d ⋅=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

= φ
φφφ

φ grad

と書き直すことができる。また、上式を経路の微分要素 dsで割ると、

T
r

⋅=⋅= φφ
φ

gradgrad
ds

d

ds

d

となる。これを φの方向導関数と呼ぶ。

勾配は以下で表される （delデル、あるいは nablaナブラ）∇
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zyx ∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
=∇ kji

により、

φφφ 








∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∇=
zyx

kjigrad

と書くこともできる。

例） の勾配222 zyxr ++=

re
rkji

kji

kji

iii

kji

==
++

=++=

++
+

++
+

++
=

++
∂

∂
+++

∂

∂
+++

∂

∂
=

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∇=

rr

zyx

r

z

r

y

r

x

zyx

z

zyx

y

zyx

x

zyx
z

zyx
y

zyx
x

z

r

y

r

x

r
rr

222222222

222222222
)()()(

grad

ただし、 は径方向の単位ベクトル。r/rer =

例） の勾配r/1=φ

re
rr

kji

kji

kji

232

111

111

11111
grad

rrrrz

r

y

r

x

r

rr

rrz

r

rry

r

rrx

r

rzryrxrr

−=−=−=








∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂









∂
∂

=









∂
∂

∂
∂

+







∂
∂

∂
∂

+







∂
∂

∂
∂

=









∂
∂

+







∂
∂

+







∂
∂

=







∇=









例） の勾配)(rf=φ

re

r
kji

kjikji

r

f

rr

f

z

r

y

r

x

r

r

f

r

f

z

r

r

f

y

r

r

f

x

r

z

f
f

y

f
f

x

f
rfrf

∂
∂

=

∂

∂
=









∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂

∂

∂
=

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∇= )()(grad
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例） の勾配),,(),,( zyxgzyxf=φ

gffg

z

g
g

y

g

x

g
fg

z

f

y

f

x

f

z

g
fg

y

g
f

x

g
fg

z

f
g

y

f
g

x

f

fg
z

fg
y

fg
x

fgfg

∇+∇=










∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
+









∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
=

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
=∇=

kjikji

kjikji

kji )()()()()grad(

２）ポテンシャルエネルギーと力

ポテンシャルエネルギーがスカラー量 φ （スカラーポテンシャルという）で与えら

れるとき、力 fは

φφ −∇=−= gradf

で表される。これより、 とするとき、kjiffff zyx zyx fff ++=++=

、 、
x

fx ∂

∂
−=

φ
y

f y ∂

∂
−=

φ
z

f z ∂

∂
−=

φ

である。同様にして、静電ポテンシャルが φで与えられるとき、電場 Eは

φφ −∇=−= gradE

で与えられる。重力、静電ポテンシャルいずれも、

、cは定数
r

c
−=φ

と書ける。これより、

re
rr

f
23 r

c

r

c

rr

c

r
−=−=








−

∂
∂

−=−∇= φ

で表される。この力は中心に向かっていることがわかる。

さて、 （cは定数）であるようczyx == ),,()( φφ r

な空間中での面 S(c)を考える。すぐ上の静電ポテン

シャルの例では、等電位面がこうした面にあたる。

このとき面上の任意の経路 sについて、どの点でも

0grad =⋅ rdφ

が成り立つ。すなわち面上の単位接線ベクトル Tと

r
r+dr

dr

gradφ

s

gradφ = c

T

N

S(c)



鹿大工・機械 中村祐三 20

平行な drと のなす角は垂直であって、φgrad φgrad

は面の法線方向のベクトルであることがわかる。

例） とする。勾配はnr=φ

re
rkji

kji

kjikji

111
)(

)()()()()()(

−−− ==
++

=








∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∇

nnnn

nnnnnn

nr
r

nr
r

zyx
nr

z

r

y

r

x

r
r

r

r
rz

r
r

ry

r
r

rx

r
r

z
r

y
r

x
φ

となる。ここで、erは r方向の単位ベクトルであって、 である。
r

r
er =

のとき は一定であり、 であるので、法線方向は rar = na=φ re
1−=∇ nnaφ

方向と一致し、 は を半径とする球の表面で外向きに向いている大きφ∇ ar =

さ の法線ベクトルである。1−nna

このことは、 であることから容易に011 =⋅=⋅=⋅∇ −−
TeTer rr dsnrdsnrd nnφ

わかる。

３）方向導関数

次に、 のとき、 を考える。kjiA zyx AAA ++= φ∇⋅A

φφφ )( ∇⋅=








∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∇⋅ AA
y

A
y

A
x

A zyx

において、 をひとまとめの演算子として考えることが可能である。∇⋅A

今、任意の曲線上にとった経路の座標 lに対して、距離 ∆lだけ離れた点 A、Bを考

える。また、Aと Bを結ぶベクトルを aとする。このとき、

kjikji
LL

a aaa
l

α
l

z

l

y

l

x

dl

d

l
γβ

∆
∆

∆
coscoscoslim

0
++=

∂
∂

+
∂
∂

+
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∂

===
→

とできる。ただし、 、 、 は aの方向余弦である。これより、aαcos aβcos aγcos

lzl

z

yl

y

xl

x

∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂
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となり、

lzl

z
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y

xl

x

∂
∂

=








∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=∇⋅
φ

φφa

である。

aを単位接線ベクトルに置き換えると、



鹿大工・機械 中村祐三 21

szs
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∂

∂
∂
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∂
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∂
∂

=∇⋅
φ

φφT

であって、接線方向の φの方向導関数である。また、法線方向に経路座標 nをとると、

kjikjiN nnn
n

z

n

y

n

x
γβα coscoscos ++=

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=

である。ここで、 、 、 は法線の方向余弦である。従って、nαcos nβcos nγcos

nzn

z

yn

y

xn

x

∂
∂

=








∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=∇⋅
φ

φφN

となり、これは法線方向の φの方向導関数である。

４）ラプラス演算子

の内積は∇

2

2

2

2

2

2

zyxzyxzyx ∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
=









∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
⋅









∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
=∇⋅∇ kjikji

となる。これは、

∆2 =∇=∇⋅∇

と表され、ラプラス演算子（Laplace operator）あるいはラプラシアン（Laplacian）と呼

ばれる。ラプラス演算子は

ラプラス方程式： 02 =∇ φ

ポアソン方程式： )(2
rρφ =∇

ヘルムホルツ方程式： 、kは定数0)( 22 =+∇ φk

などに表れ、物理の世界ではなくてはならない演算子である。

ヘルムホルツ方程式は、熱伝導、拡散、波動、振動を扱う偏微分方程式で出

てくる。熱伝導、拡散方程式は、

、cは正の定数),(
),( 2 tuc

t

tu
r

r
∇=

∂

∂

で表される。uは熱伝導であれば温度、拡散であれば物質の量である。ここで

と変数分離すると、)()(),( tTtu rr φ=

Tc
t

T
)( 2φφ ∇=

∂

∂

とできる。これより、両辺を で割って、Tφ
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2
2

/1
k

T

dtdT

c
−=

∇
=

φ
φ

を得る。これより、

、0)(
)( 2 =+ tTck

dt

tdT
0)()( 22 =+∇ rr φφ k

の二つの常微分方程式を解けばよい。後者はヘルムホルツ方程式である。

波動方程式は、

、cは正の定数),(
),( 22

2

2

tuc
t

tu
r

r
∇=

∂

∂

で表される。この場合も と変数分離すると、)()(),( tTtu rr φ=

2
222

2

/1
k

T

dtTd

c
−=

∇
=

φ
φ

とおいて、

、 （ヘルムホルツ方程式）022

2

2

=+ Tkc
dt

Td
022 =+∇ φφ k

の二つの常微分方程式を解くことになる。

（２）発散（divergence）

１）発散の定義

ベクトル Aが であるとき、krjrirrAA )()()()( zyx AAA ++==

)(div kjikjiAA zyx AAA
zyx

++⋅








∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=⋅∇=

をベクトル Aの発散という。上の定義より、明らかに、

z

A

y

A

x

A zyx

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
=⋅∇= AAdiv

であり、発散はスカラー量を表す。

２）流れにおける連続の式

単位時間、単位面積あたりのある物理量の流速を

kjiJ zyx JJJ ++=

で与える。ここ Jは x、y、zの関数である。
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微小時間 dtの間に微小体積要素 に入ってくる量を考えると、dxdydzdV =

x軸方向は x軸に垂直な面の面積は であるのでdydz dtdydzJ x )(

y軸方向は y軸に垂直な面積は であるのでdzdx dtdzdxJ y )(

z軸方向は z軸に垂直な面積は dxdyであるので dtdxdyJ z )(

であるので、微小要素に入ってくる総量は

dtdxdyJdzdxJdydzJ zyx )( ++

となる。

同様にして、それぞれ dx、dy、dzだけ離れた他の面からは

x軸方向に 、y軸方向にdtdydzdx
x

J
J x
x




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

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
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∂
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
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

∂

∂
+
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z

J
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


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

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+

だけ、出て行くことになり、その総量は
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z

J
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y

J
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x

J
J z
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y
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x
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
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
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∂
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
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∂
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




∂

∂
+

である。以上より、微小要素内に蓄積される量 dU は、出る総量から入る総量を引い

て、

dtdzdyjx )(

dtdxdydz
z

j
j z
z




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∂
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dtdxdyjz )(
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dVdt

dVdt
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dtdxdydzJdzdxdzJdydzdzJ
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z

J
Jdzdxdy
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J
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+
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=

++−






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











∂

∂
++









∂

∂
++








∂

∂
+=

で与えられる。単位体積あたりの物理量を u とすると、微小要素内の変化量は

であるので、上式はdudVdU =

JJ div=⋅∇=
∂
∂
t

u

と書き換えることができる。物理量の変化がない場合には、

0div =
∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
==⋅∇

z

J

y

J

x

J zyxJJ

となる。

流体の場合、連続の式における物理量を質量とすると、単位体積あたりの質量は密

度 ρであるので であり、流体の速度を vとして質量の流束は である。よρ=u vJ ρ=

って

)div()( vv ρρ
ρ

=⋅∇=
∂
∂
t

となる。質量の変化がない場合、すなわち質量が保存される場合には、

0
)()()(

)( =
∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
=⋅∇

z

v

y

v

x

v zyx ρρρ
ρv

であり、密度が一定の非圧縮性流体では

0=
∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
=⋅∇

z

v

y

v

x

v zyxv

となる。

３）体積ひずみ

材料内において、x軸方向にとった微小要素 ABを とする。x軸法王に材料xxx ∆+~
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に作用する力や応力により、微小要素の一端 Aは xから点 A'、 までうごき、他xux +

端 Bは から点 B', まで動いたものとする。ここで、uxは x軸方向xx ∆+ xx uuxx ∆∆ +++

の変位である。これより、変形後の微小要素のながさは、

xxxx uxuxuuxx ∆∆∆∆ +=+−+++= )()(B'A'

となる。従って、長さの変化は、 であり、要素の x軸xx uxux ∆∆∆∆ =−+=− )(ABB'A'

方向のひずみは

x

u

AB

ABBA x
x ∆

∆
ε =

−′′
=

で与えられる。B点を A点に限りなく近づけると、A点でのひずみ、

x

u

x

u xx

x
x ∂

∂
==

→ ∆
∆

ε
∆ 0
lim

を得る。同様にして、y方向、z方向の変位をそれぞれ uy、uzとすると、それぞれのひ

ずみは、

、
y

u

y

u yy

x
y ∂

∂
==

→ ∆

∆
ε

∆ 0
lim

z

u

z

u zz

x
z ∂

∂
==

→ ∆
∆

ε
∆ 0
lim

となる。さて、変形前の点 Aにある微小要素の体積は であるが、変形後dxdydzdV =

の体積は

dV

dxdydz

dzdydxdzdydxdV

zyxxzzyyxxxx

zyxxzzyyxxxx

zyx

)1(

)1(

)1()1()1(''''

εεεεεεεεεεεε

εεεεεεεεεεεε

εεε

+++++++=

+++++++=

+×+×+==

である。

ひずみが非常に小さいときには、二次以上の微小項を無視して、体積ひずみを

z

u

y

u

x

u

dV

dVdV zyx
xxxV ∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
=++=

−
= εεεε

'

で表すことができる。ここで変位をベクトルで表し、

kjiu zyx uuu ++=

とすると、

z

u

y

u

x

u
div zyx

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
==⋅∇ uu

であるので、体積ひずみは

uu divV =⋅∇=ε

となって、変位ベクトルの発散で表される。これより、 のときには体積変化0=udiv

を伴わない変形、すなわち、せん断による変形のみを表すことになる。また、

のときには体積変化を伴う変形を表す。0≠udiv
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例えば、x軸方向の長さ lで、断面が a×bの棒を軸方向に引っ張ったとき、棒の伸

びを λとすると、単位長さあたりの変位は なので、x軸方向の変位ならびにひずl/λ

みは

、x
l

ux

λ
=

lx

ux
x

λ
ε =

∂

∂
=

となる。また、半径方向にはポアソン比 νの割合だけ縮むことになり、y、z軸方向の

変位とひずみは、

、y
l

uy

λ
ν−= z

l
uz

λ
ν−=

、x
y

y
ly

u
νε

λ
νε −=−=

∂

∂
= x

z
z

lz

u
νε

λ
νε −=−=

∂

∂
=

となる。よって、変位ベクトルは、

kjikjiu
l

z

l

y

l

x
uuu zyx

νλνλλ
−−=++=

と表すことができる。これより、体積ひずみは

xV
llll

divε εν
λ

ν
νλνλλ

)21()21( −=−=−−== u

である。

x軸方向の純粋せん断変形を考えてみる。ここで、x軸方向の変位は高さ方向に沿っ

て増加し、変位は

yy
h

ux φ
λ

tan==

で表される。また、y、z軸方向の変位はないので、 である。これらより、垂0== zy uu

直ひずみは となり、 は直ちにわかる。0=== zyx εεε 0=udiv

のときにはφ∇=A

φφφ 2)( ∇=∇⋅∇== graddivdivA

であることは容易にわかる。よってラプラス、ポアソン、ヘルムホルツ方程式は、

、 、0)( =φgraddiv )()( rfgraddiv =φ 0)( 2 =+ φφ kgraddiv

と書き直すことができる。

のとき、nar=φ
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を得る。

これより、特に、 のとき、1=n

、 、ar=φ
r

a
r

zyxa rkji
=
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=∇

)(
φ

r

a
div

2
)( 2 =∇=∇ φφ

また、 のとき、1−=n

、 、
r

a
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r
a

r

zyxa rkji
=

++
=∇φ 0)( 2 =∇=∇ φφdiv

となる。

のとき、ra ln=φ

rara ln)ln( ∇=∇=∇φ

ここで、
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∂
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となる。さらに、
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となる。

次に、 で表される場合には、)()()( rBrrA φ=
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を得る。

（３）回転（curl）

ベクトル Aが であるとき、krjrirrAA )()()()( zyx AAA ++==
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A

x

A

z

A

z

A

y

A
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xz
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zy
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zyx

kji

xyzxyz

yxxzzy
zyx

rot

となる。

角速度ベクトル で回転する質点の速度はkjiω zyx ωωω ++=

iiirωv )()()( xyzxyz yxxzzy ωωωωωω −+−+−=×=

で与えられる。これの回転を考えると、
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となる。角速度が一定のとき、角速度ベクトルの成分も一定でなければなら

ないから、

ωkjiv 2222 =++=×∇ zyx ωωω

となり、角速度ベクトルの２倍に等しい。あるいは、 として角速度
2

v
ω

×∇
=

を表すことができる。

一定速度で回転している質量 mの質点の角運動量は

kjivrL )()()( xyzxyz yvxvmxvzvmzvyvmm −+−+−=×=

で与えられる。 とすると、iiirωv )()()( xyzxyz yxxzzy ωωωωωω −+−+−=×=

k
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k
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z
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となり、角運動量の回転は運動量の３倍に等しい。

のとき、 で、他の成分も０なので、φ∇=A 0=








∂
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∂
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∂

∂

∂
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∂

∂
−

∂

∂

yzzyz

A

y

A yz φφ

0)(rot =∇×∇= φA

である。また

0)()div(rot =×∇⋅∇= AA

となる。これも

0
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A
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A
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で容易に証明される。

のときkjirArr zyx AAAB φφφφ ++== )()()(
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
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∂
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であるので、

AAAAAB rotgrad)(rot φφφφφ +×=×∇+×∇=×∇=

を得る。
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４．積分

（１）積分の簡単な復習

2次元平面の直交 xy座標系において、 で表される、連続で滑らかな曲線が)(xfy =

あるものとする。このとき、x軸上の区間[a, b]を n個に分割して、 の微小kkk xxx ∆+~

区間 ∆xkを作り、

∑
=

n

k

kk xxf
1

)( ∆

を計算する。これは x軸上に沿って から まで、高さ 、幅 ∆xkのax =1 nn xbx ∆−= )( kxf

短冊の面積を足し合わせたものである。分割数を無限に大きくし、短冊の幅を無限小

にすると、x軸上に沿った線積分として

∫∑ =
=

∞→

b

a

n

k

k
n

dxxfxxkf )()(lim
1

∆

で表される定積分を得る。このようにして定義された積分には

∫∫ = dxxfcdxxcf )()(

∫∫∫ ±=± dxxgdxxfdxxgxf )()()}()({

∫∫ −=
a

b

b

a
dxxfdxxf )()(

∫∫∫ =+
b

a

b

c

c

a
dxxfdxxfdxxf )()()(

dt
dt

dx
tfdxxf

bt

at

c

a ∫∫ =
)(

)(
)()(

[ ] dxxgxfxgxfdxxgxf
b

a

b

a

c

a ∫∫ ′−=′ )()()()()()(

等の性質がある。

（２）線積分

（２－１）曲線の長さ
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xy平面において、点 A から点 B まで繋がっている滑らかな曲線 Cが),( AA yx ),( BB yx

あるものとする。軌跡に沿って で表されるベクトル rから で表され),( yx ),( dyydxx ++

るベクトル r + drに質点が変位するとき、ベクトルの変化は

jir dydxd +=

となる。このとき、質点の軌跡に沿って微小線分 dsを取ると、drは dsに平行なベク

トルであって同じ長さである。よって、 より、曲線 Cの全長さ sは、以下の線dsd =|| r

積分

∫∫ ==
CC
dsds || r

で与えられる。さらには

2222 }){(}){(|| dydxydyyxdxxdsd +=−++−+==r

であるので、

dy
dy

dx
dx

dx

dy
dsds

CCCC ∫∫∫∫ 







+=








+===

22

11|| r

となる。ただし、 であるので、 、 となる積分経路をとらなければな0>ds 0>dx 0>dy

らない。あるいは、

||1||1

22

dy
dy

dx
dx

dx

dy
dss

B

A

B

A

x

x

x

xC ∫∫∫ 







+=








+==

のように、積分経路において微小増分を 、 とする。0|| >dx 0|| >dy

あるいは、媒介変数 tを用いて、 、 で与えられるとき、)(txx = )(tyy =

dt
dt

dy

dt

dx
dydxds

22

22 







+








=+=

で与えられる。この場合にも媒介変数は積分経路に沿って とする。全長さは0>dt

∫ 







+








=

B

A

t

t
dt

dt

dy

dt

dx
s

22

の線積分で与えられる。

３次元における曲線についても、２次元の結果を延長して考えればよい。今、点
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から点 までを結ぶ連続な曲線 C 上の点 について、),,( AAA zyx ),,( BBB zyx ),,( zyx

、 、 であたえられるとき、曲線上の微小線分 dsの大きさは)(txx = )(tyy = )(tzz =

dt
dt

dz

dt

dy

dt

dx
dzdydxds

222

222 







+





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
+
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

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
=++=

となる。よって、 、 とする))(),(),((),,( AAAAAA tztytxzyx = ))(),(),((),,( BBBBBB tztytxzyx =

とき、曲線の全長は
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222

で与えられる。あるいは、 、 として与えられている場合には、)(xyy = )(xzz =

||11
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xCC
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のように表すこともできる。

例１）半径 aの円周 C： 222 ayx =+

線素の長さは

dx
dx

dy
dydxds

2

22 1 







+=+=

である。ここで、 なので、同じ22 xay −±=

xに対して正負の二つの yの値がある。そこ

で、 y が正の場合を 、負の場合を1ϕ=y

とし、またそれぞれに対応する線素の2ϕ=y

長さを ds1、ds2とする。ここで、

、
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である。 とできるので、21 dsds =

adta
taa

tdta

xa

adx
dsdsdsdss

a

aCCCC

π
π

π

π

π
22

sin
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2/ 222
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121
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−

を得る。

【別解１】 C上の点は、 、 、θcosax = θsinay =

で表すことができるので、πθ 20 ≤≤

θθθθ

θ
θθ

addaa

d
d

dy

d

dx
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C
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【別解２】 より、022)( 22 =+=+ ydyxdxyxd
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+
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となる。x軸の点 から反時計回りに積分経路)0,(a

をとると、 の領域の C1で であ0≥y 0|| >−= dxdx

り、
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例２）楕円 （ただし ）の周 Cの長さ1
2

2

2

2

=+
b

y

a

x
ba ≥

なので、22 xa
a

b
y −±=

22
xa

x

a

b

dx

dy

−
= ∓

である。同じ xの値に対して、yは正と負の

二つの値をとるので、
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2224

22

2
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である。従って、

dttkadttbaa

tdta
taa
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a
dx

xa

xbaa

a
dss

a

aC

∫∫

∫∫∫

−−

−−

−=−−=

−

−−
=

−

−−
==

2/

2/

22
2/

2/

2222

2/

2/ 222

22224

22

2224
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π

とできる。ここで、 であり、 より、 である。また、最後
2

22
2

a

ba
k

−
= 0>≥ ba 10 <≤ k

の式において、被積分関数が隅関数であるので、

dttkas ∫ −=
2/

0

22
sin14

π

となる。

ここで、

、ただしdttkkE ∫ −=
ϕ

ϕ
0

22
sin1),( 1|| <k

と置くことにする（これを第２種楕円積分といい、解析的には値が与えられない）と、

)(4),2/(4 kaEkaEs == π

で周の長さが与えられる。ここで

dttkkEkE ∫ −==
2/

0

22
sin1),2/()(

π
π

は第２種完全楕円積分と呼ばれる。

※ ちなみに、
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、ただしdt
tk

kF ∫
−

=
ϕ

ϕ
0 22

sin1

1
),( 1|| <k

は第１種楕円積分と呼ばれ、

dt
tk

kFkK ∫
−

==
2/

0 22
sin1

1
),2/()(

π
π

は第１種の完全楕円積分と呼ばれる。

【別解】 、 、tax sin= tby cos= π20 ≤≤ t

とおくと、楕円の方程式を満たしている。

よって、 より、jir yx +=

なので、jijir tdtbtdtadydxd sincos −=+=

dtt
a

ba
b

dttbaa

dttbtadds

2

2

22

2222

2222

sin1

sin)(

sincos||
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+== r

より、

)(4sin14sin1
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0

22
2

0

2

2

22

kaEdttkadtt
a

ba
adss

C
=−=

−
−== ∫∫∫

ππ

を得る。

（２－２）線積分

質点に の力が作用して点kjiF zyx FFF ++=

から点 まで移動し),,( zyx ),,( dzzdyydxx +++

た際に、力 Fによって質点になされた仕事は、

rF ddzFdyFdxFdW zyx ⋅=++=

ただし kjir dzdydxd ++=

で与えられる。また、経路にそった微小要素 ds

をとると、単位接線ベクトルは

ds

dr
T =

であったから、

ds

C
x

y

a

b

-b

-a

t

dt

F

T
Ft

dr

r r+dr

ds C
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dsFdsds
ds

d
ddW t=⋅=⋅=⋅= TF

r
FrF

のようにも書ける。ただし、 は接線方向の力の成分である。従って、線状のTF ⋅=tF

経路 Cにそって質点が動いた際になされた仕事の総和は

∫∫∫∫ =⋅=++==
C

t
CC

zyx
C

dsFddzFdyFdxFdWW rF

で与えられる。このように線状の経路にそった積分のことを線積分という。

まず二次元の場合を考える。有限の長さの線状の経路 Cに対して関数 が与え),( yxF

られている場合に、経路 Cを n個の要素 （ ）に分割して、 をis∆ ni ,,2,1 ⋯= ),( ii ηξ is∆

内の任意の点とするとき、 、 をそれぞれ の x、y軸に射影した区間として、ix∆ iy∆ is∆

、 、iii xF ∆ηξ ),( iii yF ∆ηξ ),( iii sF ∆ηξ ),(

といった量を考えることができる。ここで、 、 でiiii xxx ∆ξ +≤≤ −− 11 iiii yyy ∆η +≤≤ −− 11

ある。これらを経路に沿って足し合わせた総和はそれぞれ、

、 、∑
=

n

i

iii xF
1

),( ∆ηξ ∑
=

n

i

iii yF
1

),( ∆ηξ ∑
=

n

i

iii sF
1

),( ∆ηξ

である。分割数 nを無限に大きくすると、 、 、 であって、また、0→is∆ 0→ix∆ 0→iy∆

、 となる。このとき、ii x→ξ ii y→η

、∫∑ =
=

∞→ C

n

i

iii
n

dxyxFxF ),(),(lim
1

∆ηξ ∫∑ =
=

∞→ C

n

i

iii
n

dyyxFyF ),(),(lim
1

∆ηξ

∫∑ =
=

∞→ C

n

i

iii
n

dsyxFsF ),(),(lim
1

∆ηξ

として線積分が定義される。

曲線 Cに沿って、ベクトル関数 Fに対し、

、 、∫C dsF ∫ ⋅
C

drF ∫ ×
C

drF

などの線積分を実行することができる。Fを単位長さあたりの分布力とすれば、一番

目は経路に沿った合力を表す。Fを力とすると、 は drに沿った微小仕事でrF ddW ⋅=

あり、二番目は経路に沿った仕事の和を表すことになる。また、質点が力 Fを受けてdr

だけ変位したとき、 は力 Fによるモーメントの増分である。よって、三rFM dd ×−=

番目は経路に沿ったモーメントの和を表すことができる。

積分経路が閉じた曲線 Cの場合には
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、 、∫C dsF ∫ ⋅
C

drF ∫ ×
C

drF

のように○をつけた積分記号を用いることが多い。

例題 dx
yxC∫ +2

1

経路 C1 点 から点 まで に沿う経路)1,1( )4,2( 2xy =

4

1

2

1

4

1

2

111
2

1

2

1 222
1

=+−=






−=
+

=
+ ∫∫ x

dx
xx

dx
yxC

経路 C2 点 から点 まで y軸に平行な経路)1,1( )4,1(

点 から点 まで x軸に平行な経路)4,1( )4,2(









−=

=
+

=

+
+=

+
+

+
=

+

−−

−∫

∫

∫∫∫

2

1
tan2tan

2

1

][tan
2

1

1
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2

1

)2/(2
1)2/(

1

4

1
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4

1

1

11
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2
2/1

1
2

2/1 2

2

2/1 2

4

1 2

1

12
2

tdt
t

xd
x

dx
x

dx
y

dx
yxC

経路 C3 点 から点 まで x軸に平行な経路)1,1( )1,2(

点 から点 まで y軸に平行な経路)1,2( )4,2(

4
2tan

1tan2tan0][tan
4

1

1

11

1

112
1

1
2

2

2

1 22
3

π
−=

−=+=
+

+
+

=
+

−

−−−∫∫∫ xdx
y

dx
x

dx
yxC

※ のときxy tan=

xx

x

x
x

x
x

x

x

dx

d

dx

dy
22

2

cos

1

cos

sin
1

cos

1
sin

cos

1
)(sin

cos

sin
=+=

′








+′=








=

とすると、 より、xy 1tan−= yx tan=

なので、
ydy

dx
2cos

1
=

22

2

1

1

tan1

1
cos

xy
y

dx

dy

+
=

+
==

※ とするとき、)(tgx =

0

1

2

3

4

5

0 1 2

C1

C2

C3

y

x
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dt
dt

dx
tgfdxxf

B

A

B

A

t

t

x

x ∫∫ = ))(()(

例題）中心力 を受ける質点が の軌跡において、 から まで移rF k−= 12 += xy )1,0( )5,1(

動する間に、（１）中心力によってなされる仕事、（２）摩擦力（摩擦係数 m)によって

なされる仕事を求める。

（１）中心力 に抗して接線方向になされrF k−=

た仕事は、 、 、jir dydxd += )()( 222 yxdrd +=

であることに注意して、rdrrd 2)( 2 =

krdrrd
k

yxd
k

ydyxdxkdkddWt

==+=

+=⋅=⋅−=

)(
2

)(
2

)(

222

rrrF

となるので、

k
r

k

rdrkdWW
C

tt

2
2

5

1

2

21

10

22

22

=







=

== ∫∫
+

+

となる。

【別解】単位接線ベクトルは

ji
jir

T
ds

dy

ds

dx

ds

dydx

ds

d
+=

+
==

である。これより、接線方向の力は、 であるのでTTTFFt tF−=⋅= )(

ds

rdk

ds

ydyxdx
k

ds

dy

ds

dx
yxkFt

)(

2
)(

2

=
+

=







+⋅+=⋅−= jijiTF

となる。よって、これに抗してなされる仕事は、

k
kr

rd
k

dsFW
CC

tt 2
2

)(
2

22

2

21

10

2
2 =








===

+

+
∫∫

となる。

以上のように、力 Fによって接線方向になされた仕事 Wtは経路によらない。ここで、

とおくと、
2

)(
2kr

r =φ

0

1

2

0 1

F

Fn

r

Ft

TN
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rjiji

jijiF
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y
kr

r

x

kr

ry

rkr

rx

rkr

y

kr

x

−=+−=−−=












∂

∂

∂

∂
−











∂

∂

∂

∂
−=











∂

∂
−











∂
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2222
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φ

である。よって、 より、 であることから、 なので、|| F−=tF dsdr =
ds

d

dr

d
Ft

φφ
==

[ ] k
kk

rddsFW
CC

tt 2
22

5
)(

)21(

)10(

22

2
=−==== +

+∫∫ φ

φ
φφ

となる。

（２）次に、摩擦力に抗してなされる仕事Wfを考える。単位法線ベクトルは

ji

kji

kji

jikTkN

ds

dx

ds

dy

ds

dx

ds

dx

ds

dx

ds

dy

ds

dy

ds

dxds
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ds
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+−=

−−−==







+×=×=

00

1

01

1
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1

100

となる。よって、経路に押す力は、 なので、NNNFFn nF−=⋅= )(









+−=








+−⋅+=⋅=⋅−=

ds

dx
y

ds

dy
xk

ds

dx

ds

dy
yxkkFn jijiNrNF )(

となる。そして、これによる摩擦の仕事は

)( ydxxdykds
ds

dx
y

ds

dy
xkdsFdW nf +−=








+−== µµµ

となる。これを積分するには、 より を用いて、12 += xy xdxdy 2=

3

2

3

)1()1(2

1

0

3

1

0

2
1

0

22

k
x

x
k

dxxkdxxdxxkdWW
C

ff

µ
µ

µµ

=







+−=

+−=++−== ∫∫∫

を得る。ここで、摩擦力 Ffは経路によって変化するため、仕事Wfは積分経路に依存す

ることになることに注意しなければならない。

例題） 曲線 C： 、 、 、 で、 の線積分tx cos= ty sin= tz = π≤≤ t0 ∫ +
C

dszxy )( 2
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dtdttt

dttdttdtdzdydxds

21cossin

)()(cos)sin(

22

222222

=++=

++−=++=

より、

3

2

3

2
0

3
2

2

2cos

2

2

22sin
2

2
2)sin(cos)(

33

0

3

0

0

2
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ππ
ππ

πππ

=+=







+




−
=

+=+=+ ∫∫∫∫
tt

dtttdtdttttdszxy
C

定理

領域 Dにおいて、 となるような関数 φがあるとき、D内の曲線 Cに沿)()( rrF φ∇=

っての線積分 は Cの端点 A、Bによって決定し、積分経路には無関係である。∫ ⋅
C

drF

また、このとき、

AB
CC

dd φφφ −=⋅∇=⋅ ∫∫ rrF

となる。ここで と はそれぞれ A、Bでの φの値である。Aφ Bφ

証明：－

C上での任意の点は 、 で)(tr BA ttt ≤≤

表さ れ、 A 点の 位 置 ベ ク ト ルを

、 B 点の位置ベクトルを)( AA trr =

とする。また、A点と B点での)( BB trr =

φ の値をそれぞれ 、))(()( AAA trr φφφ ==

とする。))(()( BBB trr φφφ ==
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t

z

z
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となる。ここで、
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なので、結局

φ
φ

ddt
dt

d
d ==⋅ rF

を得る。これより、

AB

t

tC

B

A

B

A

ddt
dt

d
d φφφ

φ φ

φ
−===⋅ ∫∫∫ rF

となり、線積分は始点 Aと終点 Bの φの値によって決まり、途中の積分経路にはよら

ないことがわかる。

となる φのことを、Fのポテンシャル関数あるいは単にポテンシャルと)()( rrF φ∇=

いう（スカラーポテンシャルとも言う）。

さて、 のように、成分が三つの関数 f、g、hkjirF ),,(),,(),,()( zyxhzyxgzyxf ++=

で表すことができるものとする。ここで、 であり、dz
z

dy
y

dx
x

d
∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
=

φφφ
φ

であるから、 であるためには、hdzgdyfdxd ++=⋅ rrF )( φdd =⋅ rF

、 、
x

f
∂

∂
=

φ
y

g
∂

∂
=

φ
z

h
∂

∂
=

φ

でなければならない。このことより、

、 、
y

h

z

g

zy ∂

∂
=

∂

∂
=

∂∂

∂ φ2

x

h

z

f

xz ∂

∂
=

∂

∂
=

∂∂

∂ φ2

x

g

y

f

yx ∂

∂
=

∂

∂
=

∂∂

∂ φ2

あるいは、

、 、0=
∂

∂
−

∂

∂

z

g
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h
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∂

∂
−

∂

∂

x
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z

f
0=

∂

∂
−

∂

∂

y

f

x

g

が満たされなければならない。逆にこれらの式が満たされると を満足するφdd =⋅ rF

（証明は省略する）。よって、これらの式は であるための必要十分条件で)()( rrF φ∇=

ある。また、この条件は

0=





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∂
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であることと同じである。よって、
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定理 が 3 次元の区間で連続で１回微分可能な関数であり、かつ、)(rF

ならば、ポテンシャル が存在して、0rot ==×∇ FF )(rφ

φ∇=F

となる。

例題）中心力 （ただし cは定数、 は径方向の単位ベクトル）を受けreF
ncr−= r/rer =

る質点が A点 から B点 まで移動する際になされる仕事を求め),,( AAA zyx ),,( BBB zyx

る。

（１）Fの回転を計算せよ。

（２）仕事を求めよ。

（１）Fの回転を計算すると、
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となる。

（２）上の計算より、 となるポテンシャル関数があることがわかる。そこでφ∇=F
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とできる。ここで力 Fの向きと drの向きが逆なので、仕事の増分は であrF ddW ⋅−=

る。これより、 、 として、
222

BBBB zyxr ++= 222
AAAA zyxr ++=

[ ]

})(){(
1

)(
1

)()()(

2

1
2222

1
222

11)(

)(

++

++

++−++
+

=

−
+

=+−=−=⋅−= ∫
n

AAA

n

BBB

n
A

n
BAB

r

r

r

r

zyxzyx
n

c

rr
n

c
rrrdW B

A

B

A

φφφ φ
φrF

を得る。

【別解】 ∫∫∫∫ ++=⋅=⋅=⋅−= −−
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であり、同様にして、 、 を得る。これより)(
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となり、仕事は経路によらないことがわかる。

のとき、 は重力、点電荷による静電力を表す。ポテンシャル2−=n
32 r

c
r

c
re

F r −=−=

エネルギーを Vとすると、 であって、今の場合、V−∇=F

r

c
V −=

である。一方、rの距離から無限に離す際になされる仕事は、

V
r

c
dW

r
−==⋅−= ∫

∞
rF

となり、ポテンシャルエネルギーに負の符号をつけたものとなる。

（３）面積分と体積積分
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（３－１）面の面積

曲面の微小要素 ABCDの点を

A: ),,( zyx

B: ),,( 111 zzyyxx ∆+∆+∆+

C: ),,( 222 zzyyxx ∆+∆+∆+

D: ),,( 212121 zzzyyyxxx ∆+∆+∆+∆+∆+∆+

とすると、辺 ABと ADをベクトルで表したとき、

kji 111 zyxAB ∆+∆+∆=

kji 222 zyxAD ∆+∆+∆=

となる。よって、平面 ABCDの面積は

kji

kji

S

)()()( 122112211221

222

111

yxyxxzxzzyzy

zyx

zyxADAB

∆∆∆∆∆∆∆∆∆∆∆∆

∆∆∆
∆∆∆∆

−+−+−=

=×=′

の絶対値

2
1221

2
1221

2
1221 )()()(| yxyxxzxzzyzy| ∆∆∆∆∆∆∆∆∆∆∆∆∆ −+−+−=′S

で表される。点 Aに点 B、点 D（よって点 Cも）を無限に近づけたとき、平面 ABCD

の面積は曲面要素 ABCDの面積にちかづいていき、

2
1221

2
1221

2
1221

,

)()()(

||lim

dydxdydxdxdzdxdzdzdydzdy

dS
ACB

−+−+−=

=
→

S'∆

となる。

このとき、点 Aの単位法線ベクトルは

2
1221

2
1221

2
1221

122112211221

,

)()()(

)()()(

||
lim

dydxdydxdxdzdxdzdzdydzdy

dydxdydxdxdzdxdzdzdydzdy

dS

d

ACB

−+−+−

−+−+−
=

=
′

′
=

→

kji

S

S

S
n

∆
∆

で表すことができる。

A

B

C

D

z

x

y

∆S'
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例１） xy平面に平行な平面： として、021 == dzdz

1221 dydxdydxdS −=

となり、面積要素において AB、ADをそれぞれ x、y軸に平行にとると、 、dxdx =1

、 、 として、02 =dx 01 =dy dydy =2

dxdydS =

となる。

例２） 点 を中心とし、z軸に垂直であって 、 を切片にもつ楕),,( ooo zyx ax ±= by ±=

円の円の面積。

楕円の周 Cの方程式は、 、 である。これより、1
)()(

2

2

2

2

=
−

+
−

b

yy

a

xx oo
ozz =

22

2

2

)(
)(

1 oo
o

o yyb
b

a
x

b

yy
axx −−±=

−
−±=

となる。まず x軸に沿って高さ dyの短冊の面積 dSyを考える。この短冊の幅は

22
)(/

)(/
)(2)(

22

22 o

yybbax

yybbax
yyb

b

a
dxyL

oo

oo

−−== ∫
−−+

−−−

で与えられるので

dyyyb
b

a
dyyLdS oy

22 )(2)( −−==

となる。楕円の面積は、この短冊の面積を足し合わせればよいので、

∫∫∫
+

+−

+

+−
−−===

o

o

o

o

yb

yb
o

yb

ybS
y dyyyb

b

a
dyyLdSS 22 )(

2
)(

を計算して得られる。

最後の項の積分を行うために、 とおくと であり、積分θsinbyy o =− θθdbdy cos=

の下限値、上限値はそれぞれ 、 となるから、2/)1(sin 1

1 πθ −=−= − 2/)1(sin 1

2 πθ == −

ab

abab

ababdabdab

dbbb
b

a
dyyyb

b

a
S

o

o

yb

yb
o

π

ππππ

θθ
θ

θ
θθ

θθθ

π

π

π

π

π

π

π

π

π

π

=






 −
−+
















−−=







+





=

+
==

−=−−=

−−
−−

−

+

+−

∫∫

∫∫

4

)sin(

4

sin
2

44
2

4

2sin
2

2
2

2

2cos1
2cos2

cossin
2

)(
2

2/

2/

2/

2/

2/

2/

2/

2/

2

2/

2/

22222

を得る。
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【別解】 、 とおくと、楕円の周 Cの式に代入すθξ cosr
a

xx o ==
−

θη sinr
b

yy o ==
−

れば、

1sincos
)()( 2222222

2

2

2

2

==+=+=
−

+
−

rrr
b

yy

a

xx oo θθηξ

より、周 C は のときに相当する。すなわち、楕円の内部は 、1=r 10 ≤≤ r

の円で表すことができる。ここで、πθ 20 ≤≤

、
a

dx

a

xx
dd o =







 −
=ξ

b

dy

b

yy
dd o =







 −
=η

より円の微小要素の面積は

、また
ab

dxdy
ddSd ==′ ηξ θrdrdSd =′

であるので、楕円の微小要素の微小要素の面積は

θabrdrdSabddxdydS =′==

と書き直すことができる。従って、楕円の面積は

abrdrdabdSS
S

πθ
π

=== ∫ ∫∫
2

0

1

0

となる。

例４）底面、上面が 、高さ hの円柱の側面の面積222 ayx ≤+

楕円の周 Cの線要素 dsは、 、 とおくと、θcosax = θsinay =

θθθθθ addadadydxds =+−=+= 222222 )cos()sin(

なので、周の長さは

aadtdss
s

π
π

2
2

0
=== ∫∫

となる。従って、側面の面積は

ahshsdzS
h

π2
0

=== ∫
である。

【別解】 側面に沿って微小要素 ABCDを 、 、 、 、dxdx =1 02 =dx dydy =1 02 =dy

、 となるようにとると、その面積は01 =dz dzdz =2
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dxdz
dx

dy
dzdydxdxdzdzdy

dydxdydxdxdzdxdzdzdydzdydS

2

222222

2
1221

2
1221

2
1221

1

)()()(









+=+=+=

−+−+−=

で表される。ここで、yの値は、 より同じ xの値に対して、正と負の場合22 xay −±=

がある。そこで正の値の場合を 、負の場合を とすると、1ϕ=y 2ϕ=y

yが正の場合、
22

1

xa

x

dx

d

dx

dy

−
−==

ϕ

yが負の場合、
22

2

xa

x

dx

d

dx

dy

−
==

ϕ

である。従って、微小要素も

yが正の場合、 dxdz
xa

a
dxdz

dx

d
dS

22

2

1
1 1

−
=








+=

ϕ

yが負の場合、 dxdz
xa

a
dxdz

dx

d
dS

22

2

2
2 1

−
=








+=

ϕ

に分けられる。これより、全面積は

∫∫ ∫∫∫ −− −
=

−
=+=

a

a

h a

aSS xa

dx
ahdxdz

xa

a
dSdSS

220 22
21 22

21

となる。ここで、最後の式の積分を計算するために、 とおくと、積分の下限tax sin=

値、上限値はそれぞれ 、 であり、 より、2/π− 2/π tdtadx cos=

π
π

π

π

π

π

π
===

−
=

−
∫∫∫∫ −−−−

2/

2/

2/

2/

2/

2/ 22222 cos

cos

sin

cos
dt

ta

tdta

taa

tdta

xa

dxa

a

であるので、

ahS π2=

となる。

例５） の球の表面積2222 azyx =++

z軸に垂直な周の軌跡を 、 、 、 とすると、222 ρ=+ yx θρ cos=x θρ sin=y πθ 20 ≤≤

周上の線要素の長さは
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θρ

θθρθθρ

d

dd

dydxds

=

+−=

+=

22

22

)cos()sin(

である。また、 、 でφρ sina= πφ ≤≤0

あるので、 である。θφdads sin=

一方、dsに垂直な線素を dtとすると、

その長さは であるので、φaddt =

θφφ ddadsdtdS sin2==

を得る。以上より、球面の面積は

[ ] 2
0

2
2

0 0

2
4cos2sin aaddadSS

S
πφπθφφ ππ π

=−=== ∫ ∫∫
となる。

（３－２）体積

もっともシンプルな体積の求め方は、微小体積要素 を足し合わせることdxdydzdV =

である。

∫∫∫∫ ==
VV
dxdydzdVV

我々は、微小体積要素を定める際に、円筒座標や極座標、あるいは他の座標をもちい

ることができる。

例１）z軸を中心軸とする半径 a、高さ hの円柱の体積

のとき、dxdydzdV =

hadydzyadzdxdyV
h a

a

h a

a

ya

ya

2

0

22

0
2

22

22
π=−== ∫ ∫∫ ∫ ∫ −−

−

−−

のとき、dzrdrddSdzdV θ==

hadzd
a

dzrdrdV
hh a

2

0

2

0

2

0

2

0 0 2
πθθ

ππ
=== ∫ ∫∫ ∫ ∫

例２）半径 aの球の体積

dt = adφ

a

-a

a-a

a

x

y

z

a adθ

dθ
dφ

ρ=asinφ ds=ρdθ

φ

θ



鹿大工・機械 中村祐三 50

のときdxdydzdV =

dydzzyadzdxdyV
a

a

za

za

a

a

za

za

zya

zya ∫ ∫∫ ∫ ∫ −

−

−−−

−

−−

−−

−−−
−−==

22

22

22

22

222

222

2222

)(
2

cos)(

cossin)(

22
2/

2/

222

22
2/
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22222222
22

22

zatdtza

tdtzatzazadyzya
za
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−=−=

−−−−=−−

∫

∫∫

−

−

−

−−

ππ

π

π

π

∴
3

4

3

2
2)(

33
322 aa

adzzaV
a

a

π
ππ =










−=−= ∫−

のとき、θφφ ddrdrdSdrdV sin==

3

4
sin

32

0 0 0

2 a
dddrrV

a π
θφφ

π π
== ∫ ∫ ∫

（３－３）面積分と体積積分

面積分 ∫S dSzyxF ),,(

線積分 ∫V dVzyxF ),,(

曲面 S上の微小要素 dSにおいて、スカラー関数 fとベクトル関数 Fに対し、

、 、 、fdS dSF dSnF ⋅ dSnF ×

などの微小量を考えることができる。ここで nは微小要素の単位法線ベクトルである。

あるいは、面の法線を含めたベクトル を用いて、dSd nS =

、 、 、fdS dSF SF d⋅ SF d×

と表すこともできる。これらの微少量を着目する面について足し合わせたものが面積

分であり、

、 、 、∫S fdS ∫S dSF ∫ ⋅
S

dSnF ∫ ×
S

dSnF

と書く。球の表面のように、面が閉じている場合には、積分記号を

、 、 、∫S fdS ∫S dSF ∫ ⋅
S

dSnF ∫ ×
S

dSnF

と表記する場合が多い。
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体積 V中の微小要素 dVにおいて、スカラー関数 fとベクトル関数 Fに対し、

、fdV dVF

の微小量を考えることができる。これらの微少量を体積全体にわたって足し合わせ、

、∫V fdV ∫V dVF

で表される体積分とできる。

教科書例題４）円筒座標による解き方は教科書

面積分

側面（side、s）：

dxdz
xa

a
dxdz

dx

dy
dSdS

22

2

21 1
−

=







+==

より、 、 とおいて、tax sin= 2/2/ ππ ≤≤− t

22

2cos1
sin

cos
cos

sin

2
2

22

232/
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23
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2/

223
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2/

222

0 22

2

1
22

1

ha
dt

t
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a

dxdz
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dSzxdSzx

h a

aS
s

S s

ππ

π

π

π

π

π

=
−

==

=

−
==

∫∫

∫

∫ ∫∫∫

−−

−

−

上面（top、t）： dxdydS =

42

4cos1

2

4

2sin
2cossin2

cossinsin2

2

42/
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4
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2/

2
4
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2/

224
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22222

22222
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ha
dt
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t
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dxxaxhhdydxxdSzx
a

a

a

a
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t
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ππ

π

π

π

π

π

π
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=
−

=

==

−=

−==

∫

∫∫

∫

∫∫ ∫∫

−

−−

−

−−

−

−−

底面（bottom、b）： より面積分は 0、02 =zx 0
2 =∫ b

S
dSzx

b

以上より、全面積分は以下となる。

42

423
2 haha
dSzx

S

ππ
+=∫

体積積分



鹿大工・機械 中村祐三 52

82

4cos1

4

4

2sin
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a
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



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∫

∫∫

∫

∫∫ ∫

∫ ∫∫∫ ∫ ∫
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−

−−

−

−−

−

−

−−−

−

−−

２次元でのグリーンの定理（グリーンの補助定理）

xy平面において、閉曲線 Cとそれで囲まれる領域 Dにおいて、 、 が),( yxP ),( yxQ

連続で微分可能ならば、

∫∫∫ +=








∂

∂
−

∂

∂
CD

QdyPdxdxdy
y

P

x

Q

が成り立つ。

まず、左辺の面積分の第 1項目を計算する。閉

曲線の yのとる区域を とし、 にお],[ dc dyc ≤≤

いて yの値に対する xの最大値、最小値をそれ

ぞれ 、 とする。これより、)(22 yx φ= )(11 yx φ=

∫∫

∫∫

∫

∫ ∫

∫∫

+=

−=

−=

∂

∂
=

∂

∂

c

d

d

c

d

c

d

c

d

c

d

c

y

y

D

dyyyQdyyyQ

dyyyQdyyyQ

dyyyQyyQ

dxdy
x

Q

dxdy
x

Q

)),(()),((

)),(()),((

)}),(()),(({

12

12

12

)(

)(

2

1

φφ

φφ

φφ

φ

φ

を得る。積分経路は閉回路 Cに沿って反時計回りに回っているので、

∫∫∫ =
∂

∂
CD

dyyxQdxdy
x

Q
),(

x

y

D
C

0

d

c

y

x1=φ1(y) x2=φ2(y)
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と書き直すことができる。

次に、グリーンの定理において左辺の積分の第 2項について計算する。閉曲線の x の

とる区域を とし、 において xの値に対する y の最大値、最小値をそれぞ],[ ba bxa ≤≤

れ 、 とする。これより、)(22 xy ϕ= )(11 xy ϕ=







 +−=

−=

−=









∂

∂
=

∂

∂

∫∫

∫∫

∫

∫ ∫

∫∫

a

b

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

x

x

D

dxxxPdxxxP

dxxxPdxxxP

dxyxPxxP

dxdy
y

P

dxdy
y

P

))(,())(,(

))(,())(,(

)})(,())(,({

21

12

12

)(

)(

2

1

ϕϕ

ϕϕ

ϕϕ

ϕ

ϕ

を得る。ここで積分経路をたどると、｛｝内は以下のように Cを反時計回りに回ってい

る。

∫∫∫ =+
C

a

b

b

a
dxyxPdxxxPdxxxP ),())(,())(,( 21 ϕϕ

従って、

∫∫∫ −=
∂

∂
CD

dxyxPdxdy
y

P
),(

を得る。

例） を Cとする。グリーンの補助定理より222 )()( ayyxx oo =−+−

∫ ∫∫
+

−

−+

−− 








∂

∂
−

∂

∂
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yax

yaxC

o
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o

dxdy
y

f

x

g
dyyxgdxyxf

22

22
),(),(

となる。

（１） dyyxdxyx
C

)2()2( −++∫
、 とおくと、 、 より、taxx o cos+= tayy o sin+= tdtadx cos−= tdtady sin=

x

y

D
C

0

y2=ϕ2(x)

a x b

y1=ϕ1(x)
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C

一方、グリーンの補助定理を用いると、

011)2()2( =−=−
∂

∂
−+

∂

∂
yx

x
yx

y

より、積分は明らかに０となる。

（２） のとき、0== oo yx
2222 yx

xdy

yx

ydx

C +
+

+

−
∫

、 とおくと、 、 より、tax cos= tay sin= tdtadx cos−= tdtady sin=

π
π

π

2
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∫
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C

となる。

次に、グリーンの補助定理をもちいると

0
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2
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
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∂
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x

であることから、積分は０となり、先の計算結果とはあわない。

さて、 、同様に であることに注
2

1
)(ln)(ln
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x
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r
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==

∂

∂

∂

∂
=
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y
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∂

∂

意すると、面積分における被積分関数は、
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0ln)(ln)(ln 2

2

2

2

2

222222

=∇=
∂

∂
+

∂

∂
=









∂

∂
+








∂

∂
=




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



+

−

∂

∂
−









+∂

∂

rr
y

r
x

r

y

yr

x

xyx

y

yyx

x

x

である。2次元において は調和関数であってラプラス方程式を満たす。rln

しかし、上の式における第 1項と第 2項は調和関数ではないので 0とはな

らない。すなわち、

π=−=

+−

−−
−

+−

−
=










+∂

∂
=









+∂

∂

∫

∫∫

∫ ∫∫

−

−−

−

−

−−

a

a

a

a

a

a

a

a

ya

yaC

dyya
a

dy
yya
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dy

yya
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dxdy
yx

x

x
dS

yx

x

x

22

2

222

22

222

22

2222

2

22

22

同様に、

π=−=

−+

−−
−

−+

−
=










+∂

∂
=









+∂

∂

∫

∫∫

∫ ∫∫

−

−−

−

−

−−

a

a

a

a

a

a

a

a

xa

xaC

dxxa
a

dx
xax

ya
dx

xax

xa

dydx
yx

y

y
dS

yx

y

y

22

2

222

22

222

22

2222

2

22

22

であるので、これらの面積分を足し合わせたものは線積分の結果と一致する。

例）閉曲線 Cに囲まれた領域 Dの面積を Sとするとき、

∫ −=
C

ydxxdyS
2

1

証明：－ 、 として、jir yx += jir dydxd +=

より、
22

ydxxdyydxxdy
ddS

−
=

−
⋅=×⋅= kkrrk ∫∫ −==

CD
ydxxdydSS

2

1

【別解】グリーンの補助定理 において、 、∫∫∫ +=








∂

∂
−

∂

∂
CD

QdyPdxdxdy
y

P

x

Q
yP −=

とおくと、 となる。よって、xQ = SdSdxdydxdy
y

P

x

Q

DDD
22)}1(1{ ==−−=









∂
∂

−
∂
∂

∫∫∫∫∫∫

を得る。∫ −=
C

ydxxdyS
2

1
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例）教科書問題 599、18

ds
y

F

x

F
dxdy

y

F

x

F

CS
nji ⋅









∂

∂
+

∂

∂
=











∂

∂
+

∂

∂
∫∫∫ 2

2

2

2

あるいは、 、dsFdxdyF
CS

n⋅∇=∇ ∫∫∫ 2

yx ∂

∂
+

∂

∂
=∇ ji

証明：－

、 とおくと、
x

F
P

∂

∂
=

y

F
Q

∂

∂
=

∫∫

∫∫

∫∫∫∫∫∫

∂

∂
==

−=

∂

∂
=








∂

∂

∂

∂
=

∂

∂

CC

y

y

y

y

sSS

dy
x

F
Pdy

dyyyPdyyyP

dxdy
x

P
dxdy

x

F

x
dxdy

x

F

max

min

max

min

)),(()),(( 12

2

2

ϕϕ

∫∫

∫∫

∫∫∫∫∫∫

∂

∂
−=−=

−=

∂

∂
=









∂

∂

∂

∂
=

∂

∂

CC

x

x

x

x

SSS

dx
y

F
Qdx

dxyxQdxyxQ

dydx
y

Q
dydx

y

F

y
dxdy

y

F

max

min

max

min

))(,())(,( 12

2

2

ψψ

を得る。これより、

∫∫∫ ∂

∂
−

∂

∂
=











∂

∂
+

∂

∂
CS

dx
y

F
dy

x

F
dxdy

y

F

x

F
2

2

2

2

である。右辺は

∫∫∫ ×⋅∇=×∇⋅=
∂

∂
−

∂

∂
CCC

dFdFdx
y

F
dy

x

F
krrk

と書き直すことができる。ここで、 であるので、dsdsd nktkr =×=×

∫∫ ⋅∇=
∂

∂
−

∂

∂
CC

dsFdx
y

F
dy

x

F
n

を得る。以上より、

dsFdxdyF
CS

n⋅∇=∇ ∫∫∫ 2

となる。
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３－３．ガウスの発散定理

準備：－

微小面積要素 dSの法線を nとすると、

kjin nnn γβα coscoscos ++=

と書くことができる。

ここで、 の各成分はそれ)cos,cos,(cos nnn γβα

ぞれ単位法線ベクトル nと x、y、z軸のなす

角度による方向余弦である。

dS を yz平面へ射影して得られる面積 dSx

は x軸に垂直なので、この微小要素の単位法

線ベクトルは iである。従って、

dSdSdS nx αcos=⋅= ni

となる。同様にして、y、z軸に垂直な射影射影面積を dSy、dSzとすると、

、dSdSdS ny βcos=⋅= nj dSdSdS nz γcos=⋅= nk

である。

ここで、x、y、z軸に垂直な射影微小要素の面積を dydz、dzdx、dxdyでとっても良い

ので、

、 、dSdSdydz x ni ⋅== dSdSdzdx y nj ⋅== dSdSdxdy z nk ⋅==

とすることができる。

ガウスの発散定理

３次元の区間において、 が閉曲面 Sとその内部 Vで連続かつ 1回微分可能であ)(rF

り、閉曲面 S上の任意の点において外側に向いている単位法線ベクトルを nとすると、

∫∫ ⋅∇=⋅
VS

dVdS FnF

となる。

証明：－

と置くと、 なので、右辺はkjiF hgf ++=
z

h

y

g

x

f

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
=⋅∇ F

dS

dSx

dSz

dSy

n i

j

k

x

y

z
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dxdydz
z

h

y

g

x

f
dV

VV ∫∫∫∫ 








∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
=⋅∇ F

と表すことができる。さらに右辺第 1項に着目すると、

∫∫∫∫

∫∫ ∫∫∫∫
−=







=

∂
∂

12

2

1

12
SS

S

f

fV

dydzfdydzf

dydzdfdxdydz
x

f

となる。ここで、f2、f1はそれぞれ同じ y、zに

対する xの最大値 x2、最小値 x1における fの値

である。このとき、点 での表面 S1での),,( 1 zyx

微小面積を dS1またその要素での単位法線ベク

トルを n1とし、点 での表面 S2での微小),,( 2 zyx

面積を dS2またその要素での単位法線ベクトル

を n2とする。xの最大値の表面では 、02 ≥⋅ni

最小値の表面では となる。01 ≤⋅ni

さらに、表面 S2では 、表面 S122dSdydz ni ⋅=

では であるので、11dSdydz ni ⋅−=

∫∫∫∫∫∫ ⋅=⋅+⋅=
∂

∂
SSSV

dSfdSfdSfdxdydz
x

f
ninini

12

111222

を得る。同様にして、

、∫∫∫∫ ⋅=
∂

∂
SV

dSgdxdydz
y

g
nj ∫∫∫∫ ⋅=

∂

∂
SV

dShdxdydz
z

h
nk

となるので、

∫
∫∫∫∫

∫∫∫∫∫∫∫∫∫

∫∫∫∫

⋅=

⋅++=⋅+⋅+⋅=

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
=










∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
=⋅∇

S

SSSS

VVV

VV

dS

dShgfdShdSgdSf

dxdydz
z

h
dxdydz

y

g
dxdydz

x

f

dxdydz
z

h

y

g

x

f
dV

nF

nkjinknjni

F

)(

となる。

例） VdS
S

3=⋅∫∫ rn

x

y

z

x2

dS2

dS1

x1

n2

n1

i
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証明：－ ∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫ ++=++=⋅
S

z
S

y
S

x
S

zyx
S

dSzndSyndSxndSznynxndS )(rn

ここで、 であり、他の項も同様である。よって証VdxdydzxdydzdSxn
VSS

x === ∫∫∫∫∫∫∫
明された。

【別解】 ガウスの発散定理に を代入すると、以下のように証明される。rF =

VdVdVdS
VVS

33 ==⋅∇=⋅ ∫∫∫∫∫∫∫∫ rrn

例） （ただし ）が連続かつ一回微分可能な領域において、re
mr

r

r
er =

∫∫∫∫∫ −+=⋅
V

m

S

m dVrmdSr 1)2()( ren

であり、 のとき上式は０となる。2−=m

【証明】 ガウスの発散定理より、 であることに注意して、re=∇r

dVrmdVrrm

dVrrdVrdSr

V

m

V

mm

V

mmm

VS

m

∫∫∫∫∫∫
∫∫∫∫∫∫∫∫

−−−

−−−

+=+⋅−=

⋅∇+⋅∇=⋅∇=⋅

112

111

)2(}3)1{(

})({)()(

re

rrren

r

r

である。これより明らかに のとき、2−=m

0
32

=⋅=⋅ ∫∫∫∫ dS
r

dS
r SS

r
n

e
n r

となる。

例）

dVdS
VS ∫∫ ×∇=× FFn

証明：－ 簡単のため、直交座標系を x1、x2、x3、それぞれの単位ベクトルを i、j、k

として、 、 とおくと、kjin 321 nnn ++= kjiF 321 FFF ++=

kjiFn )()()( 122131132332 FnFnFnFnFnFn −+−+−=×

kjiF 








∂

∂
−

∂

∂
+









∂

∂
−

∂

∂
+









∂

∂
−

∂

∂
=×∇

2

1

1

2

1

3

3

1

3

2

2

3

x

F

x

F

x

F

x

F

x

F

x

F

ここで、p、q、rを 1、2、3とし互いに異なる数とする。すると、p、q、rの任意の組

み合わせについて、
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∫∫∫∫∫

∫∫∫∫∫∫∫∫∫
=−−=

−=−=
∂

∂

S
qp

S
pq

S
pq

S
rqqrq

S
qrq

S
qqrqp

V
p

q

dSFndSnFdSnF

dxdxFdxdxFdxdxFFdxdxdx
x

F

12

12

1122

1212

)(

)(

が成り立つ。よって、

dVdS
VS ∫∫ ×∇=× FFn

を得る。

【別解】 （ただし Aは定ベクトル）をガウスの発散定理に代入すると、AfF ×=

∫∫ ×⋅∇=⋅×
VS

dVdS )()( AfnAf

である。ここで、 であり、 である。よっAfnnAf ⋅×=⋅× )()( AfAf ⋅×∇=×⋅∇ )()(

て、Aが定ベクトルであることから、上式は と書き直す( ) ( ) AfAfn ⋅×∇=⋅× ∫∫ VS
dVdS

ことができる。これより、 を得、fを改めて Fと書き直すと、与∫∫ ×∇=×
VS

dVdS ffn

えられた式となる。

例） dS
n

dV
SV ∫∫∫∫∫ ∂
∂

=∇
φ

φ2

である。よって、ガウスの発散定理より、 をもちいてφφ ∇⋅∇=∇2

n∂
∂

=∇⋅
φ

φn

∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫ ∂
∂

=∇⋅=∇⋅∇=∇
SSVV

dS
n

dSdVdV
φ

φφφ n2

を得る。

※ラプラス方程式 を満たす調和関数では、02 =∇ φ

02 =
∂
∂

=∇ ∫∫∫∫∫ dS
n

dV
SV

φ
φ

である。

例） のとき、02 =∇ φ
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dS
dn

d
dV

zyx SV ∫∫∫∫∫ =




















∂
∂

+








∂
∂

+







∂
∂ φ

φ
φφφ 222

となる。

証明：－

222 )()()( φφφφφφφφφφ ∇=∇+∇=∇⋅∇+∇⋅∇=∇⋅∇

なので、ガウスの発散定理において、体積積分は

dV
zyx

dVdV
VVV ∫∫∫∫∫∫∫∫∫





















∂
∂

+








∂
∂

+







∂
∂

=∇=∇⋅∇
222

2)()(
φφφ

φφφ

であり、面積分は

∫∫∫∫∫∫ =∇⋅=∇⋅
SSS

dS
dn

d
dSdS

φ
φφφφφ )(nn

となる。よって証明された。

例）

dSdV
SV ∫∫∫∫∫ =∇ nφφ

証明：－

dV
zyx

dV
VV ∫∫∫∫∫∫ 









∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∇
φφφ

φ kji

被積分ベクトル関数の第 1項について考えると、

∫∫∫∫

∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫
==







 ⋅+⋅=






 −=

∂
∂

S
x

S
x

SSSSV

dSndSn

dSdSdydzdydzdxdydz
x

ii

niniiii

φφ

φφφφ
φ

1212

1212

同様にして、

、∫∫∫∫∫ =
∂
∂

S
y

V
dSndxdydz

y
jj φ

φ
∫∫∫∫∫ =

∂
∂

S
z

V
dSndxdydz

z
kk φ

φ

を得る。これらの面積分を足し合わせると

∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫ =++=∇
SS

z
S

y
S

x
V

dSdSndSndSndV nkji φφφφφ

となる。
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【別解】 ガウスの発散定理において、 （ただし Aは定ベクトル）を代入するAF φ=

と、面積分は となる。一方、体積積分は、∫∫∫ ⋅=⋅=⋅
SSS

dSdSdS nAnAnF φφ

∫∫∫∫ ∇⋅=⋅∇−⋅∇=⋅∇=⋅∇
VVVV

dVdVdVdV φφφφ AAAAF )}({)(

である。これらは等しく、Aの内積に対する項を比較すると、

∫∫ ∇=
VS

dVdS φφn

を得る。

３－４．グリーンの定理

グリーンの定理

平曲面 Sで囲まれた領域 Vにおいてスカラー関数を 、 とすると、)(rφ )(rχ

（１） dSdV
SV ∫∫ ⋅∇=∇⋅∇+∇ nχφχφχφ )( 2

（２） dSdV
SV ∫∫ ⋅∇−∇=∇−∇ n)()( 22 φχχφφχχφ

となる。ただし、nは平曲面の外側に向かって正に取る単位法線ベクトルである。

証明：－

とおくと、χφ∇=F

χφχφχφ ∇⋅∇+∇=∇⋅∇=⋅∇ 2)(F

となる。また、 となる。これらの結果をガウスの発散定理nnF ⋅∇=⋅ χφ

に代入すると、∫∫ ⋅∇=⋅
VS

dVdS FnF

dSdV
SV ∫∫ ⋅∇=∇⋅∇+∇ nχφχφχφ )( 2

を得る。また、φと χを入れ替えると、

dSdV
SV ∫∫ ⋅∇=∇⋅∇+∇ nφχφχφχ )( 2

となるので、これらの 2式の差を取ると、

dSdV
SV

n⋅∇−∇=∇−∇ ∫∫ )()( 22 φχχφφχχφ
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を得る。

例） グリーンの定理（１）において、 とおくと、χφ =

dS
dn

d
dSdV

SSV ∫∫∫ =⋅∇=∇+∇
φ

φφφφφφ n})({ 22

である。φが調和関数の時には より、02 =∇ φ

dS
dn

d
dSdV

SSV ∫∫∫ =⋅∇=∇
φ

φφφφ n
2)(

を得る。
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３－５．ガウスの積分

閉曲面 S上の点 Pの原点 Oの対する位置ベクトルを rとし、Sの内部から外部に向

かう単位法線ベクトルを nとするとき、

（１）原点が Sの外部にあるとき、 0
3

=
⋅

∫ dS
rS

nr

（２）原点が Sの内部にあるとき、 π4
3

=
⋅

∫ dS
rS

nr

（３）原点が S上にあるとき、 π2
3

=
⋅

∫ dS
rS

nr

となる。これをガウスの積分と言う。

証明：－

とおくと、
r

1
−=φ
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領域 Vがその内部に原点 Oを含む場合には、

で となって原点は特異点であ0→r ∞→r/1

る。この場合には発散定理を用いることはでき

ない。
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となる。この値は ρの値によらず一定であって、 としても同じ結果となる。よ0→ρ

って、
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n
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原点 Oが表面にある場合には、半径 ρの部分球 V'をその周りにとり、上と同様の計
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３－６．ストークスの定理

ストークスの補助定理

曲面上で閉曲線 Cで囲まれた領域 Sにおいて、関数 は連続で 1回微分可能),,( zyxf

であるとき、
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とできる。
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ストークスの定理

曲面上で閉曲線 Cで囲まれた領域 Sにおいて、ベクトル関数 Fが連続でかつ１回微

分可能であるとき、

∫∫ ×∇⋅=⋅
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となる。

例）曲面上で閉曲線 Cで囲まれた領域 Sにおいて、ベクトル関数 fが連続でかつ１回

微分可能であるとき、
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となる。
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例）閉曲線 Cで囲まれた曲面 Sについて、
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となるので証明された。

※平面上に C、Sがある場合には、nは と同じ向きの単位法線ベクトルであっrr d×

て場所に拠らず一定であり、 より、 とできる。∫∫ =×
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