２－３．波動方程式

２－３－１．はじめに

ギターの弦を摘んで音を掻き鳴らすことを考えよう。弦の長さはで両端が固定されており、摘んだ指には弦からの力を感じるであろう。この力は、弦の接線方向に働く張力であり、x ～ x + dxの間の素片dxをとると、その両端にはT1、T2の張力が作用している。水平方向の力の釣り合いから、



[image: image1.wmf]一定

であり、垂直方向の力については、その変位をuとすると、



[image: image2.wmf]
となる。ここで、とAはそれぞれ弦の密度と断面積である。以上より



[image: image3.wmf]
が与えられ、



[image: image4.wmf]、
[image: image5.wmf]
であることを思い出すと



[image: image6.wmf]
となる。両辺をdxで割り、整理すると弦の振動の方程式が以下の２階の線形偏微分方程式として与えられる。



[image: image7.wmf]、
[image: image8.wmf]
これを波動方程式と言う。

２－３－２．波動方程式と変数分離

２－３－２－１．初期値、境界値

　前節で述べた弦の振動を表す波動方程式



[image: image9.wmf]
において、初期時刻を
[image: image10.wmf]として、弦を摘んだ形を
[image: image11.wmf]で与えられる。また、弦が初期速度
[image: image12.wmf]を持っていることも考えられる。よって、以下のような初期条件を与えられる。



[image: image13.wmf]


[image: image14.wmf]
初期条件を与えられた問題を解くことを初期値問題という。

　一方、弦の両端は固定されているから、いかなる時刻tにおいても両端の変位はない。すなわち、以下の境界条件が与えられる。



[image: image15.wmf]


[image: image16.wmf]
境界条件を与えられた問題を解くことを境界値問題という。

２－３－２－２．変数分離による解法

　波動方程式



[image: image17.wmf]
を

初期条件

[image: image18.wmf]、
[image: image19.wmf]
境界条件

[image: image20.wmf]
で解くことを考える。

　今、



[image: image21.wmf]
とおけるものとする。ここで、
[image: image22.wmf]はxのみの関数、
[image: image23.wmf]はtのみの関数である。偏微分の性質から、



[image: image24.wmf]、
[image: image25.wmf]


[image: image26.wmf]、
[image: image27.wmf]
であるから、波動方程式は以下のように書き直せる。



[image: image28.wmf]
あるいは、



[image: image29.wmf]
となる。ここで、 は時間、位置に関係なく一定な定数である。次に、の値とともにどのような解が得られるか検証する。

（１）
[image: image30.wmf]のとき




[image: image31.wmf]より、
[image: image32.wmf]


∴
[image: image33.wmf]

[image: image34.wmf]より、
[image: image35.wmf]
∴
[image: image36.wmf]
となり、


[image: image37.wmf]
となる。ここで、A、B、C、Dは定数であり、初期条件、境界条件から定めることができる。そこで、これに初期条件を代入すると



[image: image38.wmf]


[image: image39.wmf]
であり、初期の形f(x)、初期速度g(x)のいずれも指数関数で表されなければならないことになる。これは、任意の形状や速度を与えたい場合の解とはならない。また、境界条件について考えてみると、



[image: image40.wmf]


[image: image41.wmf]
となる。ここで、
[image: image42.wmf]であるから、


[image: image43.wmf]

[image: image44.wmf]

であり、
[image: image45.wmf]より


∴
[image: image46.wmf]

となる。従って、




[image: image47.wmf]



[image: image48.wmf]



[image: image49.wmf]

以外には満たせない“自明な解”となる。

（２）
[image: image50.wmf]のとき




[image: image51.wmf]より、
[image: image52.wmf]、∴
[image: image53.wmf]

[image: image54.wmf]より、
[image: image55.wmf]、∴
[image: image56.wmf]

より




[image: image57.wmf]

初期条件に代入すると




[image: image58.wmf]



[image: image59.wmf]
であり、初期形状、速度いずれも位置とともに直線的でなければならない。これもまた、f(x)、g(x)が任意の形としたい場合の解とはならない。さらに、境界条件に代入すると、




[image: image60.wmf]



[image: image61.wmf]


[image: image62.wmf]であるためには、




[image: image63.wmf]

は明かである。よって、




[image: image64.wmf]



[image: image65.wmf]



[image: image66.wmf]

以外には満たせない“自明な解”となる。

（３）
[image: image67.wmf]のとき




[image: image68.wmf]より、
[image: image69.wmf]


∴
[image: image70.wmf]

[image: image71.wmf]より、
[image: image72.wmf]
∴
[image: image73.wmf]
となって、




[image: image74.wmf]

となる。ここで、境界条件について考えてみると、




[image: image75.wmf]

より、
[image: image76.wmf]であるためには
[image: image77.wmf]でなければならない。次に




[image: image78.wmf]

において、
[image: image79.wmf]であるためには、

１）

[image: image80.wmf]
２）

[image: image81.wmf]
の二つのケースが考えられる。１）の場合には、
[image: image82.wmf]の自明な解を与える。一方、２）の場合には、




[image: image83.wmf]

であればよい。そこで、nに対して、




[image: image84.wmf]

を定義する（これを固有値という）。固有値
[image: image85.wmf]を用いて、次の固有関数を定義する。




[image: image86.wmf]

この固有関数を重ね合わせた解




[image: image87.wmf]

もまた波動方程式を満たすことは容易にわかる：


[image: image88.wmf]

[image: image89.wmf]
∴
[image: image90.wmf]
　　　　よって、




[image: image91.wmf]

が求める解であるが、級数中の係数AnとBnを定めなければならない。

　そこで、次に、初期条件について考えてみよう。




[image: image92.wmf]

において係数Anは、フーリエ級数の知識から、




[image: image93.wmf]

で与えられることがわかる。同様に係数Bnについても、初期条件から、




[image: image94.wmf]

であるから、




[image: image95.wmf]

より、




[image: image96.wmf]



を得る。

２—３—２—３．両端固定の１次元波動方程式の変数分離、フーリエ級数を用いた解法のまとめ

　波動方程式



[image: image97.wmf]
を

初期条件

[image: image98.wmf]、
[image: image99.wmf]
境界条件

[image: image100.wmf]
で解く場合、変数分離形



[image: image101.wmf]
とおき、



[image: image102.wmf]
で、の値に関して解の存在を確かめる。
[image: image103.wmf]では、境界条件を満足する固有値



[image: image104.wmf]
が存在し、それで定義つけられる固有関数unの重ね合わせで以下の解がもとまる。



[image: image105.wmf]
係数An、Bnは初期条件より、



[image: image106.wmf]、∴
[image: image107.wmf]


[image: image108.wmf]、∴
[image: image109.wmf]
で与えられる。

例題１）　波動方程式



[image: image110.wmf]
を

初期条件

[image: image111.wmf]、
[image: image112.wmf]
境界条件

[image: image113.wmf]
で解け。

解答例


[image: image114.wmf]とおくと、
[image: image115.wmf]
（１）
[image: image116.wmf]のとき


[image: image117.wmf]、∴
[image: image118.wmf]、ただしAとBは定数。


[image: image119.wmf]、∴
[image: image120.wmf]、ただしCとDは定数。
より



[image: image121.wmf]
境界条件を代入すると、



[image: image122.wmf]


[image: image123.wmf]

[image: image124.wmf]でなければならないから、



[image: image125.wmf]


[image: image126.wmf]

∴
[image: image127.wmf]
となり、
[image: image128.wmf]の自明な解しか与えず、初期条件も満足しない。

（２）
[image: image129.wmf]のとき、


[image: image130.wmf]、∴
[image: image131.wmf]、ただしAとBは定数。


[image: image132.wmf]、∴
[image: image133.wmf]、ただしCとDは定数。
より



[image: image134.wmf]
境界条件を代入すると、



[image: image135.wmf]


[image: image136.wmf]

[image: image137.wmf]でなければならないから、



[image: image138.wmf]


[image: image139.wmf]


∴
[image: image140.wmf]

となり、
[image: image141.wmf]の自明な解しか与えず、初期条件も満足しない。

（３）
[image: image142.wmf]のとき、




[image: image143.wmf]、∴
[image: image144.wmf]、ただしAとBは定数。


[image: image145.wmf]、∴
[image: image146.wmf]、ただしCとDは定数。

となって、




[image: image147.wmf]

境界条件、
[image: image148.wmf]より、
[image: image149.wmf]

もう一つの境界条件、
[image: image150.wmf]より、固有値


[image: image151.wmf]

が求められ、これに対する固有関数




[image: image152.wmf]

を定めることができる。これより、一般解は、




[image: image153.wmf]

である。これに初期条件を入れると、




[image: image154.wmf]

であり、




[image: image155.wmf]

を得る。今、




[image: image156.wmf]



[image: image157.wmf]

であることに注意すると、




[image: image158.wmf]

となる。ここで、
[image: image159.wmf]のときには、




[image: image160.wmf]

[image: image161.wmf]のときには、



[image: image162.wmf]
である。よって、
[image: image163.wmf]、
[image: image164.wmf]となる。一方、もう一つの初期条件に関しては、




[image: image165.wmf]

であるから




[image: image166.wmf]、∴
[image: image167.wmf]

となる。以上より、初期値、境界値を満たす関数として




[image: image168.wmf]

を得る。

例題１）　波動方程式



[image: image169.wmf]
を

初期条件

[image: image170.wmf]、
[image: image171.wmf]
境界条件

[image: image172.wmf]
で解け。
解答例

　波動方程式の解は、フーリエ級数で与えられることがわかっている。そこで、


[image: image173.wmf]
とおく。これより、



[image: image174.wmf]、　
[image: image175.wmf]
であるから、波動方程式に代入すると、



[image: image176.wmf]
これが成り立つためには、



[image: image177.wmf]
でなければならない。よって、



[image: image178.wmf]
であり、



[image: image179.wmf]
を得られる。

　ところで、初期条件より



[image: image180.wmf]
であるから、



[image: image181.wmf]
また、




[image: image182.wmf]
より、



[image: image183.wmf]
であるから、



[image: image184.wmf]
となる。以上より、



[image: image185.wmf]
を得る。

２—３—３．２次元波動方程式

　４隅が固定された長方形（
[image: image186.wmf]）の薄膜の振動問題を考えよう。この振動の方程式は、以下の２次元波動方程式で与えられる。




[image: image187.wmf]
ここで初期条件は、



[image: image188.wmf]、
[image: image189.wmf]
で与えられ、境界条件は、



[image: image190.wmf]
となる。

　そこで、変数分離形として、



[image: image191.wmf]
を考える。



[image: image192.wmf]、
[image: image193.wmf]、
[image: image194.wmf]
であるから、波動方程式は以下のように書き直される。



[image: image195.wmf]
両辺を
[image: image196.wmf]で割ると、１次元波動方程式の解法から



[image: image197.wmf]
としてよい。

　まず、
[image: image198.wmf]より、
[image: image199.wmf]とおける。

次に



[image: image200.wmf]
を考えてみる。今、



[image: image201.wmf]、
[image: image202.wmf]
とおくと、



[image: image203.wmf]、
[image: image204.wmf]
であるから、



[image: image205.wmf]
のときに、



[image: image206.wmf]
を満たすことがわかる。そこで、境界条件について考えてみよう。



[image: image207.wmf]
より、



[image: image208.wmf]
であるから、



[image: image209.wmf]、
[image: image210.wmf]
より、固有値　


[image: image211.wmf]
ならびにそれに対する固有関数



[image: image212.wmf]
が得られる。次に



[image: image213.wmf]
より



[image: image214.wmf]
であるから、



[image: image215.wmf]、
[image: image216.wmf]
より、固有値



[image: image217.wmf]
ならびにそれに対する固有関数



[image: image218.wmf]
が得られる。よって、



[image: image219.wmf]
の固有値に対し、固有関数



[image: image220.wmf]
を与えることができる。よって、一般解は固有関数の重ね合わせで与えられ、



[image: image221.wmf]
となる。実際に検証してみよう。



[image: image222.wmf]


[image: image223.wmf]
より、



[image: image224.wmf]
となることがわかる。

　次に係数Amn、Bmnを決定しよう。初期条件より



[image: image225.wmf]
である。これは２重フーリエ級数であり、係数Amnは以下のように与えられる。



[image: image226.wmf]
また、



[image: image227.wmf]


であるから、



[image: image228.wmf]
より、



[image: image229.wmf]
となる。

例題１）
[image: image230.wmf]の２重フーリエ級数を求めよ。

解答例



[image: image231.wmf]
とおくと



[image: image232.wmf]

∴
[image: image233.wmf]
例題２）
[image: image234.wmf]の２重フーリエ級数を求めよ。

解答例



[image: image235.wmf]

∴
[image: image236.wmf]
例題３）

[image: image237.wmf]の２重フーリエ級数を求めよ。

解答例



[image: image238.wmf]

∴
[image: image239.wmf]
例題４）２次元波動方程式、


[image: image240.wmf]
を初期条件、



[image: image241.wmf]、
[image: image242.wmf]
境界条件、



[image: image243.wmf]
で解け。

解答例



[image: image244.wmf]
とおくと、波動方程式から、



[image: image245.wmf]
これより、まず、
[image: image246.wmf]より、
[image: image247.wmf]とおける

つぎに



[image: image248.wmf]
であるから、



[image: image249.wmf]、
[image: image250.wmf]
とおくと、



[image: image251.wmf]、
[image: image252.wmf]
より



[image: image253.wmf]、∴
[image: image254.wmf]
となる。ここで、境界条件より



[image: image255.wmf]、
[image: image256.wmf]、∴
[image: image257.wmf]、
[image: image258.wmf]
同様にして



[image: image259.wmf]、
[image: image260.wmf]、∴
[image: image261.wmf]、
[image: image262.wmf]
となり、



[image: image263.wmf]
よって、固有関数



[image: image264.wmf]
が与えれ、一般解は



[image: image265.wmf]
初期条件
[image: image266.wmf]を満たすのは、
[image: image267.wmf]、
[image: image268.wmf]のみである。よって、



[image: image269.wmf]
より、


[image: image270.wmf]、
[image: image271.wmf]
また、初期条件



[image: image272.wmf]
より、すべてのm、nの値に対して、



[image: image273.wmf]
であるから、



[image: image274.wmf]
となる。

_1005302880.unknown

_1005309045.unknown

_1131394960.unknown

_1131396087.unknown

_1131397124.unknown

_1131401149.unknown

_1131402009.unknown

_1131402112.unknown

_1131401990.unknown

_1131397004.unknown

_1131397067.unknown

_1131397097.unknown

_1131396989.unknown

_1131395835.unknown

_1131395935.unknown

_1131396052.unknown

_1131395924.unknown

_1131395766.unknown

_1131395782.unknown

_1131395391.unknown

_1005328807.unknown

_1005334607.unknown

_1131394170.unknown

_1131394296.unknown

_1131394321.unknown

_1131394221.unknown

_1005336239.unknown

_1005336660.unknown

_1131393697.unknown

_1131393796.unknown

_1131394137.unknown

_1005337435.unknown

_1005337667.unknown

_1005337709.unknown

_1005337722.unknown

_1005337743.unknown

_1005337684.unknown

_1005337505.unknown

_1005337654.unknown

_1005337448.unknown

_1005336753.unknown

_1005336937.unknown

_1005336704.unknown

_1005336460.unknown

_1005336502.unknown

_1005336527.unknown

_1005336480.unknown

_1005336387.unknown

_1005336408.unknown

_1005336267.unknown

_1005335583.unknown

_1005336011.unknown

_1005336102.unknown

_1005336151.unknown

_1005336047.unknown

_1005335916.unknown

_1005335985.unknown

_1005335721.unknown

_1005335405.unknown

_1005335461.unknown

_1005335474.unknown

_1005335423.unknown

_1005335009.unknown

_1005335048.unknown

_1005334746.unknown

_1005330816.unknown

_1005332119.unknown

_1005332570.unknown

_1005333197.unknown

_1005333392.unknown

_1005333181.unknown

_1005332300.unknown

_1005332488.unknown

_1005332142.unknown

_1005331089.unknown

_1005332006.unknown

_1005332045.unknown

_1005331247.unknown

_1005331615.unknown

_1005330931.unknown

_1005330966.unknown

_1005330916.unknown

_1005329328.unknown

_1005329651.unknown

_1005329779.unknown

_1005329834.unknown

_1005329720.unknown

_1005329524.unknown

_1005329554.unknown

_1005329438.unknown

_1005328884.unknown

_1005329172.unknown

_1005329203.unknown

_1005329253.unknown

_1005329107.unknown

_1005328825.unknown

_1005328845.unknown

_1005319479.unknown

_1005326358.unknown

_1005327340.unknown

_1005327530.unknown

_1005328006.unknown

_1005328026.unknown

_1005327889.unknown

_1005327922.unknown

_1005327428.unknown

_1005327472.unknown

_1005327396.unknown

_1005326863.unknown

_1005327059.unknown

_1005327294.unknown

_1005326899.unknown

_1005326508.unknown

_1005326814.unknown

_1005326426.unknown

_1005324319.unknown

_1005326029.unknown

_1005326186.unknown

_1005326199.unknown

_1005326048.unknown

_1005325641.unknown

_1005325852.unknown

_1005325394.unknown

_1005320126.unknown

_1005322999.unknown

_1005323301.unknown

_1005323704.unknown

_1005323141.unknown

_1005323233.unknown

_1005322068.unknown

_1005322981.unknown

_1005320180.unknown

_1005320083.unknown

_1005320101.unknown

_1005319548.unknown

_1005309840.unknown

_1005318408.unknown

_1005318612.unknown

_1005318991.unknown

_1005319209.unknown

_1005318896.unknown

_1005318949.unknown

_1005318726.unknown

_1005318464.unknown

_1005318483.unknown

_1005318446.unknown

_1005310287.unknown

_1005310473.unknown

_1005316269.unknown

_1005317671.unknown

_1005310509.unknown

_1005310406.unknown

_1005309895.unknown

_1005310156.unknown

_1005310186.unknown

_1005309907.unknown

_1005309863.unknown

_1005309705.unknown

_1005309764.unknown

_1005309795.unknown

_1005309812.unknown

_1005309782.unknown

_1005309751.unknown

_1005309492.unknown

_1005309540.unknown

_1005309612.unknown

_1005309630.unknown

_1005309568.unknown

_1005309512.unknown

_1005309215.unknown

_1005309343.unknown

_1005309130.unknown

_1005303431.unknown

_1005305273.unknown

_1005306377.unknown

_1005308862.unknown

_1005309009.unknown

_1005308923.unknown

_1005308970.unknown

_1005308811.unknown

_1005308835.unknown

_1005307744.unknown

_1005305738.unknown

_1005305872.unknown

_1005305955.unknown

_1005305590.unknown

_1005305620.unknown

_1005303492.unknown

_1005304352.unknown

_1005304459.unknown

_1005304528.unknown

_1005303564.unknown

_1005303463.unknown

_1005303479.unknown

_1005303452.unknown

_1005303074.unknown

_1005303166.unknown

_1005303206.unknown

_1005303225.unknown

_1005303189.unknown

_1005303110.unknown

_1005303132.unknown

_1005303152.unknown

_1005303094.unknown

_1005302962.unknown

_1005303008.unknown

_1005303050.unknown

_1005302984.unknown

_1005302933.unknown

_1005302947.unknown

_1005302914.unknown

_1005300535.unknown

_1005302697.unknown

_1005302776.unknown

_1005302837.unknown

_1005302858.unknown

_1005302878.unknown

_1005302818.unknown

_1005302757.unknown

_1005302714.unknown

_1005302735.unknown

_1005300635.unknown

_1005301383.unknown

_1005302113.unknown

_1005302312.unknown

_1005302362.unknown

_1005301395.unknown

_1005301321.unknown

_1005301333.unknown

_1005300653.unknown

_1005301308.unknown

_1005300581.unknown

_1005300594.unknown

_1005298998.unknown

_1005300397.unknown

_1005300414.unknown

_1005300432.unknown

_1005300353.unknown

_1005298462.unknown

_1005298545.unknown

_1005298813.unknown

_1005298514.unknown

_1005298193.unknown

_1005298283.unknown

_1005296907.unknown

