３．結晶格子と回折

３—１．結晶格子


単位胞（基本格子、単位格子）


単位胞内の任意の点を表すベクトル




[image: image144..pict]


a、b、c：基本並進ベクトル


方向[u, v, w]　→方向を表す指数：　整数の組み合わせ [h k l]


面の指数　→　(h k l)　（ミラー指数）



a、b、c軸の切片　
[image: image2.wmf]


n番目の面の切片　
[image: image3.wmf]


原点からn番目の面への法線ベクトル　
[image: image4.wmf]




[image: image5.wmf]




[image: image6.wmf]
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ただし、





[image: image8.wmf]


は、原点からn番目の面までの距離である。これより、





[image: image9.wmf]


であるから、





[image: image10.wmf]、

∴
[image: image11.wmf]


となる。従って、隣接する面の間隔は、





[image: image12.wmf]


で与えられる。

３—２．結晶回折

３—２—１．ブラッグの法則

ブラッグの法則




[image: image13.wmf]
３—２—２．回折と逆格子

[image: image1.wmf]
入射波
[image: image14.wmf]の位相差　
[image: image15.wmf]
散乱派
[image: image16.wmf]の位相差　
[image: image17.wmf]
より、点Oからの散乱波と点Pからの散乱波との

間の位相差は




[image: image18.wmf]

となる。ここで、


[image: image19.wmf]
とおくと、位相差は




[image: image20.wmf]

であり、点Pからの平面波は




[image: image21.wmf]

となる。点Oからの平面波
[image: image22.wmf]と位相が一致するためには、




[image: image23.wmf]

より、




[image: image24.wmf]、
[image: image25.wmf]、∴　
[image: image26.wmf]

が回折条件となる。


ここで、以下の逆格子ベクトル




[image: image27.wmf]、
[image: image28.wmf]、
[image: image29.wmf]

を定義すると、逆格子点を表すベクトルは




[image: image30.wmf]、h, k, l；整数


となる。これより、




[image: image31.wmf]

であるから、




[image: image32.wmf]
　　
よって、
[image: image33.wmf]となるとき、




[image: image34.wmf]

であって、回折条件を満たす。 すなわち、




[image: image35.wmf]

のとき、




[image: image36.wmf]

である。このとき、


[image: image37.wmf]

より、




[image: image38.wmf]

入射波と回折波の波長がかわらない弾性散乱では、




[image: image39.wmf]

であるから、




[image: image40.wmf]
となる。これはブラッグ条件の異なった記述であり、Ｇも逆格子ベクトルであるから、




[image: image41.wmf]

と書くこともできる。


ここで、逆格子ベクトルGの大きさを考えてみると、




[image: image42.wmf]

また、逆格子の基本並進ベクトルの大きさは




[image: image43.wmf]、∴
[image: image44.wmf]

[image: image45.wmf]、∴
[image: image46.wmf]

[image: image47.wmf]、∴
[image: image48.wmf]

であることから、




[image: image49.wmf]、∴
[image: image50.wmf]

となる。先に求めた面間隔と比較すると、




[image: image51.wmf]
であることがわかる。すなわち、逆格子ベクトルは、実空間の結晶格子の面に垂直であり、その大きさは面間隔に2を掛けたものとなる。

３—２—３．エバルトの作図


逆格子ベクトルで表される逆格子空間において、

回折条件




[image: image52.wmf]

を幾何学的に表すと、右の図のようになる。

回折条件を満たす逆格子点は、半径kの


エバルト球上にあり、これ以外の点は回折


条件を満たさない。このことは、回折図形は


逆格子を表すことを意味する。

３—３．結晶の周期性とフーリエ級数

３—３—１．フーリエ級数


今、実関数f(x)を以下のフーリエ級数で表す。




[image: image53.wmf]
ただし、fo、Ap、Bpは実数である。この関数は、また、以下のような複素フーリエ級数で表すことも可能である。




[image: image54.wmf]

ここで、
[image: image55.wmf]のとき、
[image: image56.wmf]とおくと、




[image: image57.wmf]

となる。ここで関数f(x)が実関数であるためには、


[image: image58.wmf]、
[image: image59.wmf]

であればよい。何故なら以下のようになるからである。




[image: image60.wmf]、
[image: image61.wmf]

従って、簡便のために、関数f(x)を複素フーリエ級数




[image: image62.wmf]
で表すことにする。ここで、係数fpは以下の式で与えられる。




[image: image63.wmf]

　このとき、mを整数とすると、
[image: image64.wmf]も整数であり
[image: image65.wmf]より




[image: image66.wmf]
となり、aを基本周期とする周期関数であることがわかる。また、三次元に拡張すると、




[image: image67.wmf]



と書くことができる。また、係数は以下で与えられる。




[image: image68.wmf]
３—３—２．逆格子ベクトルを利用した結晶の周期性について

　逆格子の基本並進ベクトルの大きさは




[image: image69.wmf]、
[image: image70.wmf]、
[image: image71.wmf]

であり、逆格子点のベクトルは、n1、n2、n3を整数として




[image: image72.wmf]



で与えられる。一方、実空間の点rの座標(x, y, z)はa、b、c軸の単位ベクトルがそれぞれa/a、b/b、c/cであるので




[image: image73.wmf]

と書けるから、




[image: image74.wmf]
である。この形は、前説のフーリエ級数において、px、py、pzをそれぞれn1、n2、n3に置き換えたものに他ならない。すなわち、結晶の周期性を表す関数として、



[image: image75.wmf]
となる。ただし、添え字Gはn1、n2、n3のすべての値について考えることを意味する。

　実際に、結晶の性質は周期的であるから、m1、m2、m3を整数として結晶格子の並進ベクトルTを




[image: image76.wmf]

で表すと、結晶の性質を表す関数は、




[image: image77.wmf]
でなければならない。このとき、結晶格子の並進ベクトルTをフーリエ級数に代入すると



[image: image78.wmf]
であり、



[image: image79.wmf]
は2×（整数）より、
[image: image80.wmf]であるから、



[image: image81.wmf]
となることが確かめられる。

３—４．フーリエ解析を用いた結晶回折の考え方

３—４—１．回折条件

結晶中に入射したＸ線は、結晶中に周期的に配列している原子の軌道電子によって散乱される。従って、rの位置における微小要素dVを考えると、そこでの電子の数に比例して散乱強度も増すであろう。また、結晶中の電子の密度n(r)は、結晶の周期性を満足しており、前説に述べたフーリエ級数


　
[image: image82.wmf]
で与えられるであろう。すなわち、微小要素からの散乱波の振幅は



[image: image83.wmf]
に比例する。一方、この微小要素からの散乱波の位相は
[image: image84.wmf]だけずれているので、結局、微小要素からの散乱波の振幅は



[image: image85.wmf]
となる。従って、今考えている結晶の全体積からの散乱波の振幅は、



[image: image86.wmf]
で与えられる。この式から




[image: image87.wmf]

すなわち、




[image: image88.wmf]

のときに、
[image: image89.wmf]となって、最大振幅




[image: image90.wmf]

が得られる。
３—４—２．結晶構造のフーリエ解析と構造因子

　


　回折条件
[image: image91.wmf]が満たされるときの微小要素からの散乱波の振幅dAGは、




[image: image92.wmf]
で与えられる。今、結晶がNケの単位胞（unit cell）から成るとき、結晶全体からの散乱波の振幅は、個々の単位胞からの散乱波の振幅を重ね合わせて、




[image: image93.wmf]

で与えられるであろう。ここで、積分は単位胞の体積について行ったものであり、




[image: image94.wmf]

を構造因子（structure factor）と定義する。

　一方、rの原点Oを結晶格子の単位胞の一つの頂点とし、着目する単位胞の頂点PまでのベクトルをR、頂点Pから単位胞内の任意の位置Qまでのベクトルをr’とすると、




[image: image95.wmf]

であるから、




[image: image96.wmf]

となる。ここで、Rが並進ベクトルであることに注意すると、結晶の周期性から




[image: image97.wmf]

また、
[image: image98.wmf]より、




[image: image99.wmf]

となるので、構造因子は、




[image: image100.wmf]

と書き直すことができる。
単位胞にs個の原子があるとき、点Pからrjの位置にあるj番目の原子から点Qまでのベクトルは
[image: image101.wmf]で表され、これらの原子のもつ電子密度
[image: image102.wmf]の重ね合わせで点Qでの電子密度が与えられるから、




[image: image103.wmf]

となり、




[image: image104.wmf]

より、
[image: image105.wmf]とおくと、構造因子は以下のように書き表せる。




[image: image106.wmf]

さらに、以下の原子散乱因子を定義する。




[image: image107.wmf]
原子散乱因子fjは原子によって定まる定数であり、全空間(
[image: image108.wmf])で定義する。これより、構造因子は、




[image: image109.wmf]

となる。


　hkl反射に対応する逆格子ベクトルは




[image: image110.wmf]

であった。また、単位胞内のj番目の原子の位置を




[image: image111.wmf]

で表すと、




[image: image112.wmf]

となるから、hkl反射に対する構造因子は




[image: image113.wmf]

で与えられる。


例１）体心立方晶金属（a-Fe、Cr、Mo、V、W・・・）


　原子の位置　000、100、010、001、011、101、110、111　寄与1/8



　　　1/2 1/2 1/2　寄与1




[image: image114.wmf]



[image: image115.wmf]偶数のとき、
[image: image116.wmf]



[image: image117.wmf]奇数のとき、
[image: image118.wmf]

　となる。

（単純な立方晶を基本単位格子と考えた場合には、000と1/2 1/2 1/2にある原子が単位構造を構成するから、
[image: image119.wmf]としても良い）

例２）塩化セシウム構造（CsCl、黄銅、AlNi・・・）

　A原子の位置
000、100、010、001、011、101、110、111　寄与1/8
  B原子の位置
1/2 1/2 1/2　寄与1



[image: image120.wmf]



[image: image121.wmf]偶数のとき、
[image: image122.wmf]


[image: image123.wmf]奇数のとき、
[image: image124.wmf]
例３）面心立方晶金属（Cu、Al、Ni、Au、Ag・・・）

　原子の位置
000、100、010、001、110、011、101、111　寄与1/8

　
1/2 1/2 0、0 1/2 1/2、1/2 0 1/2、1 1/2 1/2、1/2 1 1/2、1/2 1/2 1　寄与1/2

      　
[image: image125.wmf]





[image: image126.wmf]全て偶数、全て奇数のとき　
[image: image127.wmf]



[image: image128.wmf]１個でも奇数を含むとき

[image: image129.wmf]
　　　　

　　　　例４）塩化ナトリウム構造（NaCl、KCl、PbS、黄銅・・・）

　　A原子の位置
000、100、010、001、110、011、101、111　寄与1/8

　
　　B原子　1/2 1/2 0、0 1/2 1/2、1/2 0 1/2、1 1/2 1/2、1/2 1 1/2、1/2 1/2 1　寄与1/2


　　　
[image: image130.wmf]

　　　
[image: image131.wmf]全て偶数、全て奇数のとき　
[image: image132.wmf]

　　　
[image: image133.wmf]１個でも奇数を含むとき　　
[image: image134.wmf]
　　　　各結晶構造の構造因子

	反射
	面間隔
	体心立方晶
	塩化セシウム構造
	面心立方晶
	塩化ナトリウム構造

	001
	a
	0
	fA – fB
	0
	fA – fB

	011
	
[image: image135.wmf]
	2
	fA +fB
	0
	fA – fB

	111
	
[image: image136.wmf]
	0
	fA – fB
	2
	fA +3 fB

	002
	
[image: image137.wmf]
	2
	fA +fB
	2
	fA +3 fB

	012
	
[image: image138.wmf]
	0
	fA – fB
	0
	fA – fB

	112
	
[image: image139.wmf]
	2
	fA + fB
	0
	fA – fB


３—４—３．原子散乱因子
　散乱波の振幅には、結晶構造に依存する構造因子のみならず、それを構成する原子の散乱因子が重要である。今、一個の原子に着目したときの原子散乱因子について考える。先に定義したように、原子散乱因子は



[image: image140.wmf]
で表す。Gとrの間の角度をとすると、



[image: image141.wmf]
であるから、
[image: image142.wmf]とおいて


[image: image143.wmf]
となる。
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