４．金属の電子論

４—１．金属の自由電子論

　金属結晶においては、金属陽イオンが規則正しく周期的に配列し、その間を電子が運動するとみなすことができる。これを伝導電子（conduction electron）と言い、個々の電子が金属イオンや他の電子の影響を受けることなく、自由に動きまわっていると仮定する。このような近似は、金属のもつ性質を大まかに説明できる。このような電子（自由電子、free electoron）の挙動について、量子力学の立場から考えてみよう。

４—１—１．　解法の準備：箱の中に閉じ込めららた粒子のシュレディンガー方程式

今、体積Vが
[image: image1.wmf]であるような箱に１個の粒子が存在するものとし、互いの電子間の相互作用は無視できるものとする。このとき、シュレディンガー方程式


[image: image2.wmf]



（４—１）

ただし、
[image: image3.wmf]
と書ける。ここで、境界条件は


[image: image4.wmf]

（４ー２）

である。以下では境界条件（４—２）のもとでシュレディンガー方程式（４—１）式を解き方を紹介する（数学の力がある人は読み飛ばしてよい）。

　シュレディンガー方程式を解くためには、波動関数を変数分離し、


[image: image5.wmf]



（４—３）

とおいて、（４—１）式に代入する：



[image: image6.wmf]







（４—４）


[image: image7.wmf]で割ると、



[image: image8.wmf]


（４—５）

と書ける。一方、境界条件については、（４—２）式より、
[image: image9.wmf]、
[image: image10.wmf]、
[image: image11.wmf]のいずれもが恒等的に０ではないことから、



[image: image12.wmf]
（４—６）

となる。（４—５）式より、lを任意の定数として



[image: image13.wmf]

（４—７）

と書き直すと、Xについて、以下の偏微分方程式が得られる。
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（４—８）

ここで境界条件（４—６）より、Xは



[image: image15.wmf]




（４—９）

を満足しなければならない。
[image: image16.wmf]ここで
[image: image17.wmf]とおくと、




[image: image18.wmf]


（４—１０）

であるから、（４—８）式と（４—１０）式を比べて、



[image: image19.wmf]





（４—１１）

となることがわかる。そこで、境界条件（４—９）を用いると、



[image: image20.wmf]、∴　
[image: image21.wmf]


（４—１２ａ）



[image: image22.wmf]

（４—１２ｂ）

となる。（４—１２ｂ）式において、
[image: image23.wmf]であるためには、



[image: image24.wmf]




（４—１３）

でなければならない。aが実数のときには、
[image: image25.wmf]なので、（４—１３）式は成り立たない。そこで、



[image: image26.wmf]





（４—１４）

で表される虚数を考えると、（４—１３）式は以下のようになる。
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（４—１５）

これより、



[image: image28.wmf]



（４—１６）

すなわち、



[image: image29.wmf]



（４—１７）

となる。これを固有値という。（４—１１）式より、



[image: image30.wmf]


（４—１８）

であることは容易にわかる。また、固有値に対する固有関数は、以下で与えられる。



[image: image31.wmf]
（４—１９）

ただし、
[image: image32.wmf]とした。

　さらに（４—７）式より、



[image: image33.wmf]


（４—２０）

となるから、Xの固有関数を求めたのと同様に



[image: image34.wmf]



（４—２１）

とおいて、



[image: image35.wmf]




（４—２２）

を解くことにする。ここで、



[image: image36.wmf]




（４—２２）

は明かである。境界条件（４—６）



[image: image37.wmf]




（４—２３）

より、



[image: image38.wmf]、∴
[image: image39.wmf]



（４—２４ａ）



[image: image40.wmf]

（４—２４ｂ）

となる。（４—２４ｂ）式において、
[image: image41.wmf]であるためには、



[image: image42.wmf]



（４—２５）

でなければならない。すなわち、固有値が以下のように与えられる。



[image: image43.wmf]



（４—２６）

よって、（４—２２）式より、



[image: image44.wmf]


（４—２７）

であり、固有関数は



[image: image45.wmf]
（４—２８）

となる。ただし、
[image: image46.wmf]とした。

　さらに（４—２０）式より、



[image: image47.wmf]



（４—２９）

において、



[image: image48.wmf]



（４—３０）

とおくと、



[image: image49.wmf]




（４—３１）

となり、境界条件（４—６）より、



[image: image50.wmf]、∴
[image: image51.wmf]


（４—３２ａ）



[image: image52.wmf]
（４—３２ｂ）

となるから、
[image: image53.wmf]であるためには、



[image: image54.wmf]



（４—３３）

であり、以下の固有値が与えられる。



[image: image55.wmf]



（４—３４）

これを（４—３１）式に代入すると



[image: image56.wmf]


（４—３５）

となり、固有関数は
[image: image57.wmf]として



[image: image58.wmf]
（４—３６）

で与えられる。

　以上より、固有関数は、



[image: image59.wmf]

ただし、
[image: image60.wmf]



（４—３７）

となる。ここで、
[image: image61.wmf]である。すなわち、粒子の状態は
[image: image62.wmf]で定められる飛び飛びの状態となることがわかる。このとき、n1、n2、n3を量子数（quantum number）という。また、量子数n1、n2、n3で表される状態に対応する粒子の固有エネルギーは、（４—２９）式より、



[image: image63.wmf]
（４—３８）

で与えられ、やはり、量子数n1、n2、n3の値によって異なる飛び飛びのエネルギーを有することがわかる。

　ここで、改めて



[image: image64.wmf]


（４—３９）

とおき、i1、i2、i3をそれぞれx、y、z軸の単位ベクトルとして、波数ベクトルを



[image: image65.wmf]




（４—４０）

と定義すると、



[image: image66.wmf]

（４—４１）

と表されるから、固有関数は



[image: image67.wmf]


（４—４２）

固有エネルギーは、



[image: image68.wmf]




（４—４３）

となる。

　我々は、まだ固有関数における定数Dを決定していない。結晶中の微小要素
[image: image69.wmf]に電子を見つける確率は



[image: image70.wmf]
（４—４４）

であり、全体積について積分すると、（４—３９）式の関係を用いて



[image: image71.wmf]







（４—４５）

となる。箱の中には１個の粒子しかないので、



[image: image72.wmf]、∴
[image: image73.wmf]



（４—４６）

を得る。よって、固有関数は、



[image: image74.wmf]

（４—４７）

で表される。

４—１—２．自由電子モデル

４—１—２—１．シュレディンガー方程式の解法

　今、金属結晶中で、電子は金属陽イオンの影響を受けずに、ガス分子のように結晶中を自由に動きまわり、それぞれの電子の間には相互作用がないものと仮定する。このとき、一個の電子に着目すると、そのシュレディンガー方程式は


[image: image75.wmf]
　


（４—４８）


[image: image76.wmf]
で与えられる。ここで、
[image: image77.wmf]は考えている結晶の体積である。結晶の大きさを変えても、電子の状態に支配される結晶の性質が同じであることから、境界条件は



[image: image78.wmf]、
[image: image79.wmf]、
[image: image80.wmf]
（４—４９）

と置いて良い。そこで、



[image: image81.wmf]



（４—５０）

を（４—４８）式に代入すると、まず、



[image: image82.wmf]
より、



[image: image83.wmf]


（４—５１）

であることが容易にわかる。ただし、



[image: image84.wmf]




（４—５２）

である。

　一方、境界条件（４—４９）より、



[image: image85.wmf]
（４—５３）

を満たすには、



[image: image86.wmf]


（４—５４）

でなければならない。すなわち、



[image: image87.wmf]


（４—５５）

となる。ここで、nx、ny、nzは整数（integer）である。よって、固有値は、



[image: image88.wmf]
（４—５６）

で与えられる。これを、（４—５１）式に代入すると、以下の固有エネルギーが得られる。



[image: image89.wmf]


（４—５７）

量子数の状態nx、ny、nzにある電子の数は、結晶中に１個であるから、



[image: image90.wmf]

∴
[image: image91.wmf]




（４—５８）

となり、固有関数は、



[image: image92.wmf]



（４—５９）

で与えられる。ここで、位置ベクトル



[image: image93.wmf]




（４—６０）

ならびに、波数ベクトル



[image: image94.wmf]




（４—６１）

を用いると、固有関数は



[image: image95.wmf]




（４—６２）

と簡単に記述できる。

　ここで、再び、波数ベクトルの成分



[image: image96.wmf]
（４—６３）

について考える。波数ベクトルで作られる空間（k空間）において、これらの成分は格子点を与え、nx、ny、nzで記述される状態は一つの格子点に対応する。一つの格子点の占める体積をvとすると、



[image: image97.wmf]



（４—６４）

で与えられる。また、k空間の体積をとすると、状態の数が十分に大きいときには球と見なせるから、



[image: image98.wmf]




（４—６５）

ここで、kFは最大の波数ベクトルの大きさであり、kFはフェルミ波数ベクトル（Fermi wave vector）と呼ばれる（この球のことをフェルミ球と呼ぶことがある）。以上より、状態の数nstateは



[image: image99.wmf]




（４—６６）

で表される。

４—１—２—２．波数ベクトル空間とフェルミエネルギー

　パウリの排他原理（Pauli’s exclusion principle）によれば、一つの状態には+1/2、–1/2の反対符号のスピンをもった電子が入ることができる。従って、k–空間の一つの格子点で表される状態には２個の電子が入ることができるから、結晶中の全電子数Nは、（４—６６）式で表される状態の数nstateと以下の関係が成り立つ。



[image: image100.wmf]




（４—６７）

よって、結晶の単位体積当たりの電子密度をneとすると、


[image: image101.wmf]




（４—６８）

である。あるいは、フェルミ波数ベクトルの大きさは、



[image: image102.wmf]




（４—６９）

で与えられる。この式から、フェルミ波数ベクトルの大きさは、金属中の電子密度によって与えられることがわかる。

　ここで、幾つかの金属について、kFの値を求めてみよう。ただし、これまでの議論は、熱エネルギーによる電子の運動エネルギーを考えていないので、物性値は絶対０K近傍の値を取らなければならないことに注意しなければならない。1 molの金属元素があるとき、その原子数はアボガドロ数Navであり、原子量はAである。この金属の密度をdとすると、ある与えられた質量Mの金属中における原子数Natomは、



[image: image103.wmf]




（４—７０）

であり、体積は



[image: image104.wmf]





（４—７１）

で与えられる。この原子の価電子数をZとすると、電子の数Nは、


[image: image105.wmf]




（４—７２）

であるから、電子密度neは以下のようになる。


[image: image106.wmf]



（４—７３）

例えば、ナトリウム金属の密度は、温度5 Kで
[image: image107.wmf]である。また価電子数は
[image: image108.wmf]であり、原子量は
[image: image109.wmf]であるから、



[image: image110.wmf]


となる。これより、（４—６９）式を用いて、フェルミ波数ベクトルの大きさは、



[image: image111.wmf]
となる。

　ドブロイの法則によると、フェルミ波数ベクトルを有する電子の運動量は



[image: image112.wmf]




（４—７４）

で表される。これは、金属中の電子が取り得る最大の運動量である（フェルミ運動量と呼ばれることがある）。あるいは、以下の速度（フェルミ速度）を見積もることができる。



[image: image113.wmf]




（４—７５）

また、この運動量に対応するエネルギーは



[image: image114.wmf]




（４—７６）

であり、これをフェルミエネルギー（Fermi energy）と言う。ただし、熱エネルギーの寄与がない絶対０Ｋで定義されることに注意しなさい。

　ここで、先にkFの値を計算したナトリウム金属について、pF、vF、Fを評価してみる。プランク定数は、
[image: image115.wmf]、
[image: image116.wmf]であり、電子の質量は
[image: image117.wmf]である（ただし、静止質量である）。よって、電子の最大の運動量と速度に対して、それぞれ、



[image: image118.wmf]


[image: image119.wmf]
を得る。自由電子論によるナトリウム金属中の電子の最大速度は、光速の約300分の1となる。また、フェルミエネルギーは



[image: image120.wmf]
となる。材料科学や固体物理の分野では、エネルギーの単位として、電荷素量eに電圧Vを掛けた単位eV（エレクトロンボルトと呼ぶ）がよく用いられる。
[image: image121.wmf]なので、



[image: image122.wmf]
である。この単位を用いると、ナトリウム金属のフェルミエネルギーは



[image: image123.wmf]
となる。

４—１—２—３．自由電子の平均エネルギーと状態密度

　前説では、絶対０における金属中の自由電子の最大エネルギー（フェルミエネルギー）を求めた。金属中のすべての電子のエネルギーをETとすると、一つの状態に２個の自由電子があるから、



[image: image124.wmf]




（４—７７）

となる。ここで、k–空間において、一個の格子点が占める体積は、（４—６４）式より、



[image: image125.wmf]



（４—７８）

であったことを思い出すと、この体積はk–空間における微小要素
[image: image126.wmf]の体積と見なして良いから、



[image: image127.wmf]、∴
[image: image128.wmf]



（４—７９）

となる。これより、



[image: image129.wmf]
と書き直せる。加算の上限であるフェルミ波数ベクトルが十分に大きいときには、連続的な関数と見なして、



[image: image130.wmf]




（４—８０）

とおける。よって、単位体積当たりの自由電子の全エネルギーVは


[image: image131.wmf]
（４—８１）

となる（k〜k+dkの球殻の体積dkは、
[image: image132.wmf]となることを用いている）。一方電子密度は



[image: image133.wmf]




（４—８２）

で与えられたから、自由電子の平均エネルギー<>は以下のようになる。



[image: image134.wmf]


（４—８３）

すなわち、自由電子モデルによれば、金属中の電子の平均エネルギーはフェルミエネルギーの60％であることがわかる。

　ここで、
[image: image135.wmf]となる任意の波数ベクトルについて、そのエネルギーは、



[image: image136.wmf]





（４—８４）

で与えられ、k–空間が含む電子の数N(k)は、



[image: image137.wmf]




（４—８５）

で与えられることを思い出すと、


[image: image138.wmf]



（４—８６）

となる。従って、
[image: image139.wmf]〜
[image: image140.wmf]のエネルギー状態の電子数を
[image: image141.wmf]とすると、これは電子数の増分dN()に等しいから、



[image: image142.wmf]


（４—８７）

となる。
[image: image143.wmf]のことを状態密度（density of state）と呼び、電子のエネルギーの平方根に比例して増加することがわかる。あるいは、



[image: image144.wmf]
（４—８９）

より、



[image: image145.wmf]、　　∴
[image: image146.wmf]

（４—９０）

となることから、状態密度は電子数をエネルギーで割ったものの1.5倍になることがわかる。先に求めた電子の平均エネルギーは、



[image: image147.wmf]


（４—９１）

で与えられる。
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