４—２．結晶の周期性を取り入れた自由電子にちかいモデル

　自由電子モデルでは、第一近似として大まかな金属中の伝導電子のふるまいを取り扱うことができる。ここで、先に計算したナトリウム金属におけるフェルミエネルギーの電子の波長を考えてみると、



[image: image97..pict]
となる。一方、ナトリウム結晶の格子定数は
[image: image2.wmf]であるから、ブラッグ回折で説明したように、伝導電子は結晶中で回折されることになる。このような結晶中での回折現象ならびにそれに伴う性質は、自由電子モデルではもはや説明できない。


４—２—１．ブロッホの定理（Bloch’s theorem）
　ここでは、簡単のため、１次元の周期的な結晶を考える。シュレディンガー方程式は、結晶中の周期的なポテンシャルも含めて、
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と書ける。ここで、aを原子間距離とすると、ポテンシャルは次の周期性を満たさなければならない。
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このとき、電子状態を表す波動関数も、結晶の周期性を反映し、
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となるであろう。

　ここで、周期性を反映する波動関数について考えてみたい。今、演算子
[image: image6.wmf]を以下のように定義する。
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これより、
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であるから、
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である。が非常に小さいとき、
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と書ける。ここで、量子力学においては、pxをx方向の運動量とすると
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であり、また、ドブロイの関係よりx方向の波数をkxとすると、
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であったことから、



[image: image13.wmf]、∴
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と書くことができる。従って、
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となる。すなわち、
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である。これより、
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を得るから、
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となる。積分定数Cは、
[image: image19.wmf]で与えられるので、結局、
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である。従って、
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となる。ここで、
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とおき、関数u(x)は結晶の周期性
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を満足するものとする。すると、
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となることは明かである。

４—２—２．クローニッヒ・ぺニーのモデル

　周期的ポテンシャルの問題において、波動方程式が比較的簡単にとけるのは、周期的に並んだ井戸型ポテンシャルの場合である。すなわち、
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において、ポテンシャル


領域I　
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領域II
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が交互に繰り返される。このとき、領域Iにおいては、
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であり、
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とかくことができる。ただし、
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となる。次に、領域IIにおいては、ポテンシャル障壁が、電子が存在し得ない陽イオンであるようなことを考えると、
[image: image31.wmf]であって、
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の解は、
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となる。このとき、
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である。

　まず、
[image: image35.wmf]における波動関数の連続性を考えてみると、
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が与えられる。ここで、結晶の周期性を取り入れたブロッホの定理から、結晶の周期は
[image: image38.wmf]であるから、
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でなければならない。また波動関数の導関数も周期的であるから、以下のようになる。
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この式に
[image: image41.wmf]を代入すると、
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左辺は、
[image: image44.wmf]における波動関数の値であり、
[image: image45.wmf]とおいて良いであろう。また、右辺中の
[image: image46.wmf]は
[image: image47.wmf]における波動関数であり、
[image: image48.wmf]とおいて良いであろう。従って、
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である。以上より、A、B、C、Dの値を求める式を導出し、これらが０でない条件は
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となる。このとき、ポテンシャル障壁の幅bを十分に小さくとると、
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であり、また、ポテンシャル障壁の大きさを十分に大きくとると、



[image: image54.wmf]
となる。あるいは、
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とおくと、
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と書くことができる。右の図(a)は、
[image: image57.wmf]を変数として、左辺
[image: image58.wmf]の値を計算したものである（計算では
[image: image59.wmf]とした）。上式の右辺は
[image: image60.wmf]であるので、この範囲のみに納まる値しか、
[image: image61.wmf]は許されない。電子のエネルギーが
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[image: image96..pict]で表されたことを考えると、電子のとり得るエネルギーはスペクトルを有する一方で、エネルギースペクトルには許されない領域があることが分かる。

　また、右の図(b)は、横軸に
[image: image63.wmf]をとり、これに対応する電子のエネルギーとして、


[image: image64.wmf]
を縦軸にとったものである。この図から明らかなように
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のところで、エネルギーギャップが生じ、その間、



[image: image66.wmf]
で、エネルギーバンドが形成されることがわかる。

　

４—２—３．周期的ポテンシャル内の電子の波動方程式

　結晶内のポテンシャルが周期的であることから、フーリエ級数を用いて、
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と表すことが可能である。ここで、Gは逆格子ベクトルであり、並進操作
[image: image68.wmf]に対して、
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が満たされている。これより、結晶内の波動方程式は、
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と表すことができる。このとき、波動関数も周期的であることを考えると、これをフーリエ級数
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と置いて良いであろう。まず、



[image: image72.wmf]
となる。また、
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より、波動方程式は、
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と書ける。フーリエ級数のk次の項は、両辺で同じ係数をもたねばならないから、次式を得る。
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ここで、
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とおくと、
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が得られる。これを基本方程式（central equation）という。

　さて、結晶内で、電子の回折が生じている場合、ブラッグの条件より
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であった。これより、
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の二つの場合が考えられる。また、入射波と散乱波のエネルギーが等しいことから


[image: image80.wmf]、
[image: image81.wmf]、

も同時に要求される。これらのことより、



[image: image82.wmf]のときには、
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[image: image84.wmf]のときには、
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この条件の時のみを考えて、上の基本方程式に当てはめてみよう。まず、
[image: image86.wmf]のときには、
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また、
[image: image88.wmf]のときには、
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となる。ここで、
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であることから、
[image: image91.wmf]および
[image: image92.wmf]であるためには、行列式
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でなければならない。従って、エネルギーは異なった二つの根



[image: image94.wmf]
を持つことになる。このことは、先に述べたクローニッヒのモデルにおいて、



[image: image95.wmf]
において、禁制帯（エネルギーギャップ）が表れたことと対応し、そのエネルギーギャップの大きさは2VGとなることを示唆している。
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