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第２編　弾性力学の初歩

２－１．１軸荷重の分解　垂直応力とせん断応力

　まず、応力の表記の仕方を記しておこう。i 軸に垂直な面に作用し、j 軸方向に作用する応力を

  σ ij

と書く。垂直応力に関しては、  i = jであり、σiiを

  σ x =σ xx ,  σ y = σ yy , σ z = σ zz

と簡略に表記することが多い。また、せん断応力に関しては、  i ≠ jであり、σijを

  τ ij =σ ij   (τ xy = σ xy , τ yx = σ yx)

のようにτを用いることが多い。

　右図のように、x 軸にそって荷重 P が作

用している棒を考えると、x 軸に垂直な断

面（A）に作用する垂直応力は以下で与え

られることを学んだ。

A

P
xxx == σσ

次に棒内において角度 θだけ傾いた断面に

働く応力を考える。またこの傾斜面の法線

方向に x’軸、接線方向に y’軸をとる。傾斜

面の面積は

θcos

A
A =′

であり、断面に垂直な力 N と接線方向の

力 F は

θcosPN = 、 θsinPF =

である。よって、斜面に働く垂直応力 x′σ は

  
σ ′ x = σ ′ x ′ x =

N
′ A 

=
P
A

cos2θ =σ x cos2 θ =
σ x

2
+

σ x

2
cos2θ

となり、せん断応力は

  
τ ′ x ′ y =

F
′ A 

=
P
A

sinθ cosθ =σ xsinθ cosθ =
σ x

2
sin2θ

で表される。
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例題）半径 5 cm の丸棒があり、棒の軸方向に  P = 50 kN の引張荷重が負荷されている。棒内の面の法

線が荷重軸と 30゜の角度をなすとき、この面に作用する垂直応力σn、せん断応力τt を求めなさい。

【解】棒の軸に垂直な断面の面積を A とすると、   A = π ×(0.05)2  m2であり、この面に作用する垂直

応力は

  
σ =

P
A

=
212000

π × (0.05)2
= 27   MPa

よって、軸と 30゜の角度をなす斜面に作用する垂直応力σn、せん断応力τt は、

  
σn = σ cos2 π

6
 
 
  

 
 =

3

4
σ = 20.2 MPa

  
τ t =σsin

π
6

cos
π
6

=
3

4
σ =11.7 MPa

となる。

　さて、以上の記述は、材料力学で学んだ初歩

的な応力の概念である。実際には、右図のよう

に、物体には複数の集中荷重 P1、P2、･･･や分布

力 w1、w2、･･･等が作用し、材料内の応力は空間

的に変化していることが多いため、材料内の任

意の点での応力状態を考えなければならない。

 今、材料内の微小要素をとり、 i 軸に垂直な面

の面積を∆Ai、この面に作用する法線力を ∆Ni、j

方向への接線力を∆Fj とすると、垂直応力とせん

断応力は、それぞれ、

  
σ ii =

∆N i

∆Ai

、
  
τ ii =

∆F j

∆Ai

と表すことができる。着目している微小要素を

無限に小さくしていくと、   ∆Ai →0であって、任

意の点での応力は、上式より、

  
σ ii = lim

∆Ai→0

∆N i

∆Ai

、
  
τ ij = lim

∆Ai →0

∆F j

∆Ai

と定義される。

∆Ni

∆Fj

∆Ai

i

 j

w1

P2

P1
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２－２．せん断応力の共役性

 右図のように xy 平面内の微小要素 ABCD（長さ dx、dy、

dz）に関して、まず y 軸に垂直な面 BC に x 軸方向にせん

断応力が働いている場合を考えてみる。面 BC は y 軸に垂

直であり、x 軸に働く応力であることから、  τyx と表記さ

れる。力の釣り合いより、面 AD には逆向きのせん断応力

がτxy 作用しなければならない。

 一方、面 BC と面 AD に働くせん断応力τyx だけでは、要素は時計方向に回転することになる。よって、

x 軸に垂直な面において y 軸方向に作用する逆向きのせん断応力τyx が必ず発生しなければならない。

このとき、A 点周りのモーメントを考えると、それぞれ

　 時計回りのモーメント：   M1 = (τ yxdxdz) × dy = τ yxdxdydz

反時計回りのモーメント：   M2 = (τ xydydz)× dx= τ xydxdydz

であって、モーメントのつりあいより、 21 MM = であるから、

xyyx ττ =

となる。すなわち、微小要素のある面においてせん断応力を考えた場合、それとは直角な面において

微小要素の回転を阻止するせん断応力が必ず発生する。これをせん断応力の共役性といい、互いを共

役せん断応力という。

２－３．２次元の組み合わせ応力（平面応力状態）

２—３—１．平面応力と平面ひずみ

　２次元の応力とひずみを考える場合、それらの状態には、z 方向の応力を無視して良い場合と、z 方

向のひずみを無視して良い場合がある。すなわち、

１）平面応力状態（
  
σ z = τ zx =τ yz =0 ,  εz =

ν
E

(σ x +σ z )）

２）平面ひずみ状態（  ε z =γ zx = γ yz = 0, σ z = −ν(σ x + σ y )）

である。なお、平面応力状態におけるひずみ εz、平

面ひずみ状態における応力σy は後に述べる一般化さ

れたフックの法則より得られることがわかる。まず、

平面応力と平面ひずみの違いについて考えてみよう。

　右図のように、平板の面内にσx、σy の応力が作用

している場合を考える。このとき、面の法線方行に

B       τyx      C

τx y                         τxy

A        τyx       D

 x

 y

　σx

　σx

　σy 　σy
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材料が自由に変形して良い場合には、 z 方向の拘束

力が発生しない。従って、この場合には z 方向の応

力が０となる平面応力状態である。

　次に、右図のように、２個の変形・移動しない剛

体のブロックに板が挟まれ、板の上面・底面がそれ

ぞれブロックの表面に接着されたままの状態で、板

の面内に応力σx、σy を付加することを考えよう。こ

のとき、z 方向の変形はない。しかし、変形が拘束

されることによって z 方向に拘束力が発生すること

になる。この場合が平面ひずみ状態である。

２—３—２．２次元における応力の座標変換

　右図のように、xy 座標軸において、垂直応力σx、

σy ならびにせん断応力 τxy、τyx が作用している  長

さ微小要素をとる。なお、 z 軸方向の微小要素の

長さを dz とする。このとき、角度θだけ傾いた x’y’

軸において働く垂直応力とせん断応力を求めよう。

（１）まず x’軸に垂直な断面に働く応力を求め

よう。右図において、側面と底面に働く応力よ

り、x、y 方向の力はそれぞれ

  Fx =σ xdydz +τ yxdxdz

  Fy =τ xy dydz+σ ydxdz

となる。一方、x’軸に垂直な斜面に働く応力より

  Fx =σ xd ′ y dzcosθ −τ xyd ′ y dzsinθ

  Fy =σ xd ′ y dzsinθ + τ xyd ′ y dz cosθ =

となる。これらより、

dydxydyd

dydxydyd

xyyyxx

xyxyxx

τσθτθσ

στθτθσ

+=′+′
+=′−′

′′′

′′′

cossin

sincos

であるから、

  

σ ′ x = (τ yx cosθ +σ ysinθ)
dx

d ′ y 
+ (σ x cosθ +τ xysinθ )

dy
d ′ y 

τ ′ x ′ y = (−τ yxsinθ + σ y cosθ )
dx
d ′ y 

+ (−σ xsinθ +τ xy cosθ )
dy
d ′ y 

 x

 y

 x’

 y’
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σy

σx σx

τyx

τyx

τxy

τxy

θ
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を得る。ここで、

θsin=
′yd

dx
、 θcos=

′yd

dy

であることから、

)sin(coscossin)(

)coscossin()cossinsin(

cossin2cossin

)cossincos()sincossin(

22

22

22

22

θθτθθσσ

θτθθσθθσθττ

θθτθσθσ

θθτθσθσθθτσ

−+−−=

+−++−=

++=

+++=

′′

′

xyyx

xyxyyxyx

xyxy

xyxyyxx

となる。２倍角の定理を用いると、

θτθ
σσ

τ

θτθ
σσσσ

σ

2cos2sin
2

2sin2cos
22

xy
yx

yx

xy
yxyx

x

+
−

−=

+
−

+
+

=

′′

′

（２）次にy’軸に垂直な面に作用する応力を求めよう。

右図において側面、底面に働く応力による x、y 方向の

力はそれぞれ、

  Fx =− τ yxdxdz +σ xdydz

  Fy =σ ydxdz −τ xy dydz

となる。一方、y’に垂直な斜面での応力より、

  Fx =σ ′ y d ′ x dzsinθ − τ ′ y ′ x d ′ x dzcosθ

  Fy =σ ′ y d ′ x dzcosθ +τ ′ y ′ x d ′ x dzsinθ

であるから、

xd

dy

xd

dx
xyxxyy ′

+
′

−=− ′′′ στθτθσ cossin

xd

dy

xd

dx
xyyxyy ′

−
′

=+ ′′′ τσθτθσ sincos

を得る。これらより、

xd

dy

xd

dy
xyxyyxy ′

−+
′

+−=′ )cossin()cossin( θτθσθσθτσ

xd

dy

xd

dx
xyxyyxxy ′

+−
′

+=′′ )sincos()sincos( θτθσθσθττ

であり、

σy’

σy

σx

τy’x’

τxy

τyx

dx’

dx

dyθ
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θcos=
′xd

dx
、 θsin=

′xd

dy

より、

  

σ ′ y =(−τ yxsinθ cosθ+ σ y cos2 θ )+ (σ xsin2θ −τ xysinθ cosθ)

= σ xsin2θ + σ y cos2 θ − 2τ xysinθ cosθ

τ ′ y ′ x =(τ yxcos2 θ +σ ysinθ cosθ) − (σ xsinθ cosθ +τ xysin2θ)

=− (σ x− σ y )sinθ cosθ + τ xy (cos2 θ − sin2θ)

であり、２倍角の公式を用いると、

θτθ
σσσσ

σ 2sin2cos
22

xy
yxyx

y −
−

−
+

=′

θτθ
σσ

τ 2cos2sin
2

xy
yx

xy +
−

−=′′

となる。

例題）板面が xy 軸に平行な平板の微小要素において、  σ x = 40 MPa 、  σ y = −2 0  M P a、  τ xy = 2 0  M P aの

応力が作用している。xy 軸を反時計まわりに 45゜回転した x’y’軸において働く応力を求め、図に

表しなさい。

【解】 c o s 2θ = 0、  sin2θ = 1なので、

  

σ ′ x =
σ x + σ y

2
+ τ xy =

40 − 20

2
+ 20 = 30 MPa

σ ′ y =
σ x +σ y

2
− τ xy =

40 − 20

2
− 20 =− 10 MPa

τ ′ x ′ y = −
σ x −σ y

2
= −

40 + 20

2
= −3 0  M P a

となる。図による解は、右のようになる。

２—３—３．方向余弦による記述

  微小要素に作用する２次元の応力状態を









=

yyx

xyx

στ
τσ

σ

と行列で表示しよう。これは、

x

 y

x’

 y’

-10MPa

-10MPa

-30MPa

−30MPa -30MPa

30MPa

30MPa

-30MPa
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ijσ
σσ
σσ

=







=

2221

1211σ

と書いても良い。ただし、座標軸は  x =1, y = 2である。

　後に示すように、応力状態を表す行列は、方位ベクトルに作用して、応力ベクトルを作ることがで

きる。このように、ベクトルに作用してベクトルを作る量をテンソルと言う。応力は２階のテンソル

であり、添え字 ij でその成分を表すことができる。また、等方性材料の場合には、 yxxy ττ = あるいは

jiij σσ = なので、転置行列

  
σ T =

σ11 σ 21

σ12 σ22

 
  

 
  =

σ11 σ12

σ21 σ22

 
  

 
  =σ

であることに注意しよう。

　傾いた面に対して x’y’座標を取ると、xy 軸との関係は、

右図に示す xy、x’y’軸間の角度で表される方向余弦を用いて
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あるいは
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y
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21

21

21

21

coscos

coscos

ββ
αα

で表される。ここで、a は xy 座標から x’y’座標に変換する

行列であり、aT は転置行列であって、x’y’座標を xy 座標に

変換する。いずれの座標変換のマトリックスもベクトルに

作用してベクトルを作ることから、２階のテンソル量であ

る。

　x’に垂直な断面である斜面に働く応力を p とし、x、y 成

分をそれぞれ px、py とすると、

  

px A ′ x = σ x Ax +τ yx Ay

py A ′ x =τ xy Ax +σ y Ay

である。ここで、Ax、Ay はそれぞれ x、y 軸に垂直な辺の

面積であり、Ax’は x’軸に垂直な辺の面積である。

1cosαxx AA ′= 、 1cos βxy AA ′=

より

  

px

py

 

 
 

 

 
 =

σ x τ yx

τ xy σ y

 

 
 

 

 
 

cosα1

cosβ1

 
  

 
  =

σ x τ yx

τ xy σ y

 

 
 

 

 
 

l1
m1

 
  

 
  = σT l1

m1

 
  

 
  

である。これより、転置行列σT は、x’の法線単位ベクトル

x
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),( 11 ml=′xn に作用して応力ベクトル ),( yx pp=p を作るこ

とがわかる。

　一方、斜面の垂直応力σx’、せん断応力τx’y’は、

2222

1111

coscos

coscos

mplppp

mplppp

yxyxyx

yxyxx

+=+=

+=+=

′′

′

βατ

βασ

より、
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であることから、
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στ
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τ
σ

となる。上式を実行すると、

  

σ ′ x 

τ ′ x ′ y 

 

 
 

 

 
 =

l1σ x + m1τ xy l1τ yx +m1σ y

l2σ x + m2τ xy l2τ yx + m2σ y

 

 
 

 

 
 

l1
m1

 
  

 
  =

l1l1σ x + m1m1σ y + l1m1(τ xy+ τ yx)

l2 l1σ x + m2m1σ y + m2l1τ xy + l2m1τ yx

 

 
 

 

 
 

を得る。ここで、 yxxy ττ = であるから、
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　同様にして、y 軸に垂直な斜面（面積 Ay’）について考える。斜面に働く応力を q とすると、

yyxxyyy

yyxxxyx

AAAq

AAAq

στ

τσ

+−=

+−=

′

′

である。ここで、

222 cos)cos( lAAAA yyyx ′′′ −=−=−= ααπ

22cos mAAA yyy ′′ == β

であるから
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である。これより、転置行列σT は、y’の法線単位ベク

トル ),( 22 ml=′yn に作用して応力ベクトル ),( yx qq=q

を作ることがわかる。一方、
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となる。上式を実行すると、

  

τ ′ y ′ x 

σ ′ y 

 

 
 

 

 
 =

l1σ x + m1τ xy l1τ yx + m1σ y

l2σ x + m2τ xy l2τ yx + m2σ y

 

 
 

 

 
 

l2
m2

 
  

 
  =

l1l2σ x + m1m2σ y +m1 l2τ xy + l1m2τ yx

l2l2σ x + m2m2σ y +m2 l2τ xy + l2m2τ yx

 

 
 

 

 
 

を得る。ここで、 yxxy ττ = であるから、
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である。

　以上の二つの結果を合わせると、
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στ
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となる。すなわち、

TTT aaσσ =′

である。あるいは、

　　　　

  

l1 l2
m1 m2

 
  

 
  

σ x τ xy

τ yx σ y

 

 
 

 

 
 

l1 m1

l2 m2

 
  

 
  =

l1σ x + l2τ yx l1τ xy + l2σ y

m1σ x + m2τ yx m1τ xy + m2σ y

 

 
 

 

 
 

l1 m1

l2 m2

 
  

 
  

=
l1l1σ x + l2σ y + l2l1 (τ xy +τ yx ) l1m1σ x + l2m2σ y + l2 m1τ yx + l1m2τ xy

m1 l1σ x + m2l2σ y +m2 l1τ yx +m1l2τ xy m1m1σ x + m2m2σ y +m2m1(τ yx + τ xy )

 

 
 

 

 
 

=
σ ′ x τ ′ x ′ y 

τ ′ y ′ x σ ′ y 

 

 
 

 

 
 

より、

aa σσ T=′

を得る。特に、等方性材料の場合には σσ =T であったから、

aaaa σσσ TT ==′

となる。２次元で得られた上記の座標変換は、３次元の応力についても成り立つ。

例題）面が xy 軸に平行な平板の微小要素において、

  σ x = 40 MPa 、  σ y = −2 0  M P a、  τ xy = 2 0  M P aの応力が作

用している。xy 軸を反時計まわりに 45゜回転した x’y’

軸において働く応力を求めなさい。

【解】右図に示すように、 xy 軸から反時計まわり

に 45゜だけ回転するから x’y’軸の方向余弦は

π/4

3π/4

π/4 −π/4

x

 y

x’ y’
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l1 =cos

π
4

=
1

2
、

  
m1 = cos

3π
4

= −
1

2

  
l2 =cos −

π
4

 
 
  

 
 =

1

2
、

  
m2 = cos

π
4

=
1

2

となる。ここで、

    
a =

l1 m1

l2 m2

 
  

 
  =

1/ 2 −1/ 2

1/ 2 1/ 2

 

 
 

 

 
 、

    
aT =

l1 l2
m1 m2

 
  

 
  =

1/ 2 1/ 2

−1/ 2 1/ 2

 

 
 

 

 
 

であるから、
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τ ′ x ′ y σ ′ y 

 

 
 

 

 
 =

1/ 2 1/ 2

−1/ 2 1/ 2

 

 
 

 

 
 

σ x τ xy

τ xy σ y

 

 
 

 

 
 

1/ 2 1/ 2

1/ 2 1/ 2

 

 
 

 

 
 

= 1

2

1 1

−1 1

 
  

 
  

σ x τ xy

τ xy σ y

 

 
 

 

 
 

1 −1

1 1

 
  

 
  =

1

2

σ x +τ xy τ xy + σ y

−σ x +τ xy −τ xy +σ y

 

 
 

 

 
 

1 −1

1 1

 
  

 
  

= 1

2

σ x +σ y + 2τ xy −σ x +σ y

−σ x +σ y σ x +σ y −2τ xy

 

 
 

 

 
 

σ ′ x τ ′ x ′ y 

τ ′ x ′ y σ ′ y 

 

 
 

 

 
 =

30 −30

−30 −10

 
  

 
    MPa

を得る。この解は２—３—２節の例題の解と同じであることを注意しよう。

２－３—４．２次元での主応力

　２－３—２より、２次元での応力状態について

θτθ
σσσσ

σ 2sin2cos
22

xy
yxyx

x +
−

+
+

=′

θτθ
σσσσ

σ 2sin2cos
22

xy
yxyx

y −
−

−
+

=′

θτθ
σσ

ττ 2cos2sin
2

xy
yx

yxxy +
−

−== ′′′′

を得た。３番目の式において 0== ′′′′ yxxy ττ となる角度を選ぶことができる。すなわち、

yx

xy
n σσ

τ
θ

−
=

2
2tan

である。あるいは、
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c o s 2θn =±

σ x −σ y

2

σ x −σ y

2

 

 
 

 

 
 

2

+ τ xy
2

、

  

sin2θn =±
τ xy

σ x −σ y

2

 

 
 

 

 
 

2

+ τ xy
2

である。これより、

  

σ ′ x =
σ x + σ y

2
+

σ x −σ y

2

 
 
 

 
 
 

2

σ x −σ y

2

 

 
 

 

 
 

2

+ τ xy
2

+
τ xy

2

σ x −σ y

2

 

 
 

 

 
 

2

+ τ xy
2

=
σ x + σ y

2
+

σ x −σ y

2

 

 
 

 

 
 

2

+ τ xy
2

  

σ ′ y =
σ x + σ y

2
−

σ x − σ y

2

 
 
 

 
 
 

2

σ x − σ y

2

 

 
 

 

 
 

2

+ τ xy
2

−
τ xy

2

σ x − σ y

2

 

 
 

 

 
 

2

+ τ xy
2

=
σ x +σ y

2
−

σ x − σ y

2

 

 
 

 

 
 

2

+ τ xy
2

このように、せん断応力が０となる面のことを主応力面（principal stress plane）と言い、そこに働く垂

直応力は最大、最小となり、これらを主応力（principal stress）という。また、主応力の働いていく方

向を主軸（principal axis）という。主応力は大きい順からσ1、σ2 と表記する。すなわち、

2
2

min2

2
2

max1

22

22

xy
yxyx

xy
yxyx

τ
σσσσ

σσ

τ
σσσσ

σσ

+




 −
−

+
==

+




 −
+

+
==

である。上のように定めた主応力が最大あるいは最小の垂直応力となっているのは、

02cos2sin
2

2 =





+

−
−=

∂
∂ ′

nxyn
yxx θτθ

σσ
θ

σ

を満たすことから、容易にわかる。また、垂直応力あるいは主応力の合算は、

yx σσσσ +=+ 21

であり、考える面の角度に依存しない不変的な量である。これを応力の不変量（invariant）と言う。

　次に、せん断応力が最大になる面、すなわち、主せん断応力面を探そう。

θτθ
σσ

ττ 2cos2sin
2

xy
yx

yxxy +
−

−== ′′′′

をθで微分すると

02sin2cos
2

2 =





+

−
−=

∂
∂ ′′ θτθ

σσ
θ

τ
xy

yxyx

より、



2—12

  
tan2θ t = −

σ x −σ y

2τ xy

のときが最大となる。これより、垂直応力に対しては

2
yx

yx

σσ
σσ

+
== ′′

を得る。また、

  

c o s 2θt =±
τ xy

σ x −σ y

2

 

 
 

 

 
 

2

+ τ xy
2

、

    

sin2θ t = m

σ x − σ y

2

σ x −σ y

2

 

 
 

 

 
 

2

+ τ xy
2

の 2θt が９０°異なった二つのケースが考えられ、それぞれに対して

2
2

max
2

xy
yx τ

σσ
τ +




 −
= 、 2

2

min
2

xy
yx τ

σσ
τ +




 −
−=

の最大、最小のせん断応力を得る。τ1 と表記して、これを主せん断応力（principal shear stress）と言う。

　また、

12tan2tan −=tn θθ

であるから、

2
22

πθθ =± tn 、∴
4

πθθ =± tn

より、主せん断応力面は主応力面から±４５°

離れた角度に位置する（右図参照）。

　さらには、主応力と主せん断応力の間

には

)(
2

1
211 σστ −=

の関係がある。

例題）板面が xy 軸に平行な平板の微小要素において、  σ x = 40 MPa 、  σ y = −2 0  M P a、  τ xy = 2 0  M P aの

応力が作用している。主応力、主せん断応力ならびにそれらの軸と xy 軸の幾何学的関係を求めな

さい。

σy

σy

σx
σx

σ1

σ1

σ2

σ2

τ1

τ1

τyx

τyx

τxy

τxy

θn

π/4
θt
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【解】主応力はそれぞれ

  

σ1 =
σ x +σ y

2
+

σ x − σ y

2

 

 
 

 

 
 

2

+ τ xy
2 = 40−20

2
+ 40− 20

2
 
 
  

 
 

2

+ 202 = 46.1 MPa

σ2 =
σ x+ σ y

2
−

σ x − σ y

2

 
 
 

 
 
 

2

+ τ xy
2 = 40−20

2
− 40− 20

2

 
 
  

 
 

2

+ 202 = −26.1 MPa

となる。主軸と x 軸のなす角度は、

  
tan2θn =

2τ xy

σ x − σ y

=
2×20

40 + 20
=

2

3

より、

  
θn =

1

2
arctan

2τ xy

σ x −σ y

 

 
 

 

 
 =

1

2
arctan

2

3
 
 
  

 
 =0 . 4 9 2  rad = 28.2°

となる。また、主せん断応力は、

  
τ1 =

σ x− σ y

2

 

 
 

 

 
 

2

+ τ xy
2 =

40+ 20

2
 
 
  

 
 

2

+ 202 = 36.1 MPa

となり、主せん断応力が作用する面は主軸１から± 45゜だけ傾斜している２面である（図は、前ペー

ジの図において、  θn = 28.2° となるように描けばよいので省略する）。

２—３—４．モールの円（Mohr’s circle）

　主応力、主せん断応力を上記のように計算によって求めても良いが、作図法により視覚的に求めら

れる。座標変換で得られる応力より、

  

σ ′ x −
σ x + σ y

2
=

σ x − σ y

2
c o s 2θ + τ xysin2θ

τ ′ x ′ y = −
σ x −σ y

2
sin2θ + τ xy cos2θ

であり、これらを自乗して足し合わせると、以後の

簡単のため、  σ =σ ′ x 、  τ =τ ′ x ′ y と書き直して、

  
σ −

σ x +σ y

2

 

 
 

 

 
 

2

+ τ 2 =
σ x − σ y

2

 

 
 

 

 
 

2

+ τ xy
2

を得る。右図のように、σを横軸に、τを縦軸にとる

と、これは、半径

  
k =

σ x −σ y

2

 

 
 

 

 
 

2

+ τ xy
2

σ

τ

(σx + σy)/2

k = τmax

−k = τmin

P

Q

R S
σ1σ2

A

B

σxσy

τxy

−τxy

O O’

k
2θn
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で、中心が

  

σ x +σ y

2
,  0

 

 
 

 

 
 

の円を表す。これをモールの円と言う。モールの円において

点 A　：　  (σ x ,τ xy)

点 B　：　  (σ x ,−τ xy )

であることは後に証明される。また、モールの円において、点 S、点 R の座標のσ成分は

点 S　：　

  
σ1 =

σ x +σ y

2
+ k =

σ x+ σ y

2
+

σ x −σ y

2

 

 
 

 

 
 2+τ xy

2

点 R　：　

  
σ2 =

σ x +σ y

2
− k =

σ x+ σ y

2
−

σ x −σ y

2

 

 
 

 

 
 2+τ xy

2

となって、主応力を表すことがわかる。点 P、点 Q の座標のτ成分は、

点 S　：　  τ max =τ1 = k

点 R　：　  τ min = −τ1 = −k

であり、主せん断応力となることがわかる。

 　モールの円上の点 A が、応力状態σx、τxy を表すこ

とは、以下のようにしてわかる。モールの円から円の

中心 O’と点 A と結ぶ辺を斜辺とする直角三角形△

O’AA’を考える。△O’AA’の底辺の長さを、

  
′ O ′ A =

σ x − σ y

2

であり、高さを

  A
′ A = τ xy

とすると、簡単な幾何学的考察（ ′ O A2 =OA2+ A ′ A 2）から

  
k =

σ x −σ y

2

 

 
 

 

 
 

2

+ τ xy
2 = σ1 −

σ x +σ y

2

であることがわかる。また、モールの円において、

  
O ′ A = O ′ O +O ′ A =

σ x +σ y

2
+

σ x − σ y

2
= σ x

であることから、点 A’はσx を表すことが容易にわかる。ここで、さらに、

  
k = ′ O A = ′ O ′ A  c o s 2θ n + A ′ A sin2θ n =

σ x −σ y

2
c o s 2θn +τ xysin2θn

であることから

O’

A

A’

k

2θn

(σx − σy)/2

τxy
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σ1−

σ x +σ y

2
=

σ x − σ y

2
cos2θn +τ xysin2θn

となって座標変換の式と一致する。よって、θn は x 軸と主軸のなす角度であることがわかる。同

様の考察をモールの円において点 A とは反対称の位置にある点 B について行うことができる。よ

って、モールの円において点 A、点 B の座標は

点 A　：  (σ x , τ xy)

点 B　：  (σ y , −τ xy)

となることが確かめられた。

　最後に、モールの円（下左図）で表される角度と、実際の材料中（下右図）の角度の関係を考

えよう。下左図で、モールの円上の点 A は、x 軸に垂直な面に働く垂直応力σx、せん断応力τxy を

表し、x 軸から「時計まわり」に 2θn の角度に主軸にあることを示している。一方、下右図の実

空間では、x 軸から「反時計まわり」にθn の角度に主軸がある。すなわち、実空間において、xy

軸から「反時計まわり」に角度 q となる x’y’軸の応力状態を求めたい場合には、モールの円にお

いては点 A から「時計まわり」に角度 2q となる点を求めなければならない。

例題）  σ x =150 MPa 、  σ y = −5 0  M P a、  τ xy = −5 0  M P aであるとき、以下の各問いに答えなさい。

（１）主応力、主せん断応力を求めなさい。主軸と x 軸との角度θn を求めなさい。

（２）xy 軸から反時計まわりに 52.5゜傾けて x’y’軸を取るとき、σx’、σy’、τx’y’を求めなさい。

【解】（１）

  

σ x +σ y

2
= 5 0  M P a

σ

τ

(σx + σy)/2

k = τmax

−k = τmin

P

Q

R S
σ1σ2

A

B

σxσy

τxy

−τxy

O O’

k
2θn σx

σy

σ1

τxy

τyx

θn
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k =

σ x −σ y

2

 

 
 

 

 
 

2

+ τ xy
2 = 12500 = 111.8 MPa

であるから、モールの円を描くと、右図のようにな

る。これより、主応力は、

σ1 =161.8 MPa 、σ2 = −61.8 MPa

主せん断応力は

τ1 = 111.8 MPa

であり、角度を時計まわりに正にとると、

  2θn = −45° であるから、   θn = −22.5°となる。すなわ

ち、σ1 の主軸は x 軸から時計まわりに 22.5゜傾斜

している。

（２）実空間における 52.5゜反時計まわりは、モールの円では 105゜時計まわりして至る点 A が x

軸に垂直な断面に働く応力状態を表すことになる。点 B は y 軸に垂直な断面に働く応力状態であ

る。よって、

  

σ ′ x = 50 −111.8cos30° = −46.8 MPa

σ ′ y =50 +111 .8cos30°= 146.8 MPa

τ ′ x ′ y = −111.8sin30°= −55.9 MPa

となる。

２－４．３次元への拡張

２－４－１．任意の面、方向における応力

　右図のように、xyz 座標において指定される微小

要素 dxdydz に作用する応力を 　　　　

　　

  

σ =
σ x τ xy τ xz

τ yx σ y τ yz

τ zx τ zy σ z

 

 

 
 
 

 

 

 
 
 

=
σ11 σ12 σ13

σ 21 σ 22 σ23

σ 31 σ 32 σ33

 

 

 
 
 

 

 

 
 
 

と表わすことにする。ただし、

　　




≠
=

=
ji

ji

ij

i
ij ,

,

τ
σ

σ

である。

x

 y

z

σx

σx

σy

τyx

τxy

τxy

σy

τyx

τyz

τyz

τxz

τxz

σz

τzx

τzy

σz

τzy

τzx

(150, - 50)

(-50, 50)

(-61.8, 0) (161.8, 0)-45゜

105゜

30゜

(111.8, 50)

(-111.8, 50)

B

A

σ (MPa)

τ (MPa)
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　次に、x’軸が法線となるような斜面に作用する応力を p

とし、その成分を px、py、pz とすると、以下の式が成り立

つ。

  px A= σ xAx +τ yx Ay +τ zxAz

  py A =τ xy Ax +σ yAy +τ zyAz

  pzA = τ zx Ax + τ zy Ay + σ zAz

より、

    px =σ x l1 + τ yxm1+ τ zxn1

    py = τ xy l1 +σ ym1 + τ zyn1

    pz = τ zx l1+ τ zy m1 +σ z n1

である。よって

111111
2
1

2
1

2
1

111

222 lnnmmlnml

npmplp

zxyzxyzyx

zyxx

τττσσσ

σ

+++++=

++=′

となる。同様にして、

)()()(
122112211221

212121

222

lnlnnmnmmlml

nnmmll

npmplp

zxyzxy

zyx

zyxxy

++++++

++=

++=′′

τττ

σσσ

τ

    

τ ′ z ′ x = px l3 + p ym3 + pzn3

= σ x l1l3 + σ ym1m3 +σ zn1n3

+τ xy( l1m3 + l3m1 )+τ yz(m1n3 + m3n1 )+ τ zx(n1l3 +n3 l1)

である。他の応力成分についても、同様に計算していけばいいが、得られる結果は長くて煩わしい。

そこで、xyz 座標から x’y’z’座標への座標変換行列について、
















=
















=

333

222

111

333231

232221

131211

nml

nml

nml

aaa

aaa

aaa

a

と定義し直すと、例えば、

  

σ ′ x = σ ′ 1 ′ 1 

= a11a11σ11 + a11a12σ12 +a11a13σ13 + a12a11σ21 +a12a12σ 22 + a12a13σ23

 + a13a11σ 31 +a13a12σ32 + a13a13σ33

= a1ia1 j

i, j =1

3

∑ σ ij

で与えられる。同様にして、他の応力成分についても、

σy

τyx

τyz

σz

τzy

τzx

σx

τxy

τxz

x

y

z

x’

p
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σ ′ k ′ l = akialjσ ij

i , j= 1

3

∑
で簡単に表される。あるいは、さらに間略して、上記の総和は

  σ ′ k ′ l = a kia ljσ ij

と表記される（総和規則）。この結論は、２次元の場合に得られたテンソルを用いた座標変換を、３次

元に拡張した

aa σσ T=′

の成分表記である。

２－４－２．主応力、主せん断応力

　ある面において、垂直応力のみが作用してい

る場合を考える。その面において x、y、z 方向

に働く応力はそれぞれ、

  Tx = σl

  Ty = σm

  Tz =σn

である。ここで、l、m、n は面の法線の方向余

弦であり、法線と x、y、z 軸のなす角をそれぞれ

α、β、γとすると、

αcos=l 、 βcos=m 、 γcos=n

で表される。また、射影面積は

AlAx = 、 AmAy = 、 AnAz =

となる。各射影面において、x、y、z 軸方向に働く力の合力は

  Tx A = σlA =σ xAx +τ yx Ay +τ zxAz = (σ x l + τ yxm+ τ zxn) A

  TyA = σmA= τ xy Ax + σ yAy + τ zy Az =(τ xy l + σ ym+τ zyn)A

  Tz A= σnA= τ xz Ax + τ yz Ay + σ z Az = (τ xz l+ τ yz m+ σ zn) A

である。よって、以下の式が成り立つ。

0)( =−−− nml zxyxx ττσσ

0)( =−−+− nml zyyxy τσστ

0)( =−+−− nml zyzxz σσττ

1222 =++ nml より、 0=== nml はありえないので、そのような解を得るためには、

 y

 z

 σ

 A

Az

Ay

Ax

 x

σx

τxy

σz

σy τxz
τzx

τzy
τyz

τyx

Tz

Tx

Ty
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σ −σ x −τ xy −τ zx

−τ xy σ − σ y −τ yz

−τ zx −τ yz σ −σ z

= (σ − σ x )(σ −σ y )(σ −σ z )−2τ xyτ yz τzx − τ yz
2(σ −σ x ) −τ zx

2 (σ − σ y )− τ xy
2 (σ − σ z )

= {σ 2 − (σ x + σ y)σ + σ xσ y}(σ −σ z ) +2τ xyτ yzτ zx − (τ xy
2 + τ yz

2 +τ zx
2 )σ + σ xτ yz

2 + σ yτ zx
2 +σ zτ xy

2

= σ 3 − (σ x +σ y +σ z )σ2 +(σ xσ y +σ yσ z + σ zσ x −τ xy
2 − τ yz

2 − τ zx
2 )σ

−σ xσ yσ z −2τ xyτ yzτ zx +σ xτ yz
2 +σ yτ zx

2 +σ zτ xy
2

= 0

が成り立たねばならない。よって、主応力σ1、σ2、σ3 は以下の３次方程式を解くことで得られる。

032
2

1
3 =−−− JJJ σσσ

ここで、

zyxJ σσσ ++=1

)( 222
2 zxyzxyxzzyyxJ τττσσσσσσ −−−++−=

zzxyyzxzxyzxyzyxJ στστστττσσσ −−−+= 22
3 2

をそれぞれ、応力の第１、第２、第３の不変量という。なお、主応力はσ1 ≥ σ2 ≥ σ3の順に大きさを決

めるのが一般的である。

　逆に、主応力σ1、σ2、σ3 が与えられると、

0))()(( 321 =−−− σσσσσσ

が成り立つから、

0

)()(

))()((

321133221
2

321
3

321

=
−+++++−=

−−−

σσσσσσσσσσσσσσσ

σσσσσσ

より、

3211 σσσσσσ ++=++= zyxJ

)(

)(

133221

222
2

σσσσσσ

τττσσσσσσ

++−=

−−−++−= zxyzxyxzzyyxJ

321

22
3 2

σσσ

στστστττσσσ

=

−−−+= zzxyyzxzxyzxyzyxJ

となる。

　ここで、後に述べられるように、１番目の不変量 J1 は、静水圧的な応力に関する項である。さらに、

２番目の不変量 J2 は、せん断変形に要するエネルギーと関連付けられ、後述する降伏条件と密接に関

わってくる。
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　主せん断応力は、

2

|| 31
1

σστ −= 、
2

|| 21
2

σστ −= 、
2

|| 32
3

σστ −=

である。ただし、 τ1 ≥ τ2 ≥τ 3であるように選ぶ。これより、

133221
2

3
2

2
2

1

2
13

2
32

2
21

2
3

2
2

2
1

444222

)()()(

444

σσσσσσσσσ

σσσσσσ

τττ

−−−++=

−+−+−=

++

を得る。一方、

133221
2

3
2

2
2

1

2
321

222

)(

σσσσσσσσσ

σσσ

+++++=

++

であるから、２番目の不変量は

})(222{
3

1

})(2)()(){(
6

1

2
321

2
3

2
2

2
1

2
321

2
13

2
32

2
212

σσστττ

σσσσσσσσσ

++−++=

++−−+−+−=J

となる。

例題）   σ x = 20 MPa,  σ y =− 2 0  M P a ,  σ z =0  M P a ,  τ xy = 0  MPa,  τ yz =1 0  M P a ,  τ zx = 1 0  M P aのとき、主応

力と主せん断応力を求めなさい。

【解】応力の不変量は

  J1 = σ x+ σ y +σ z = 20 − 20+ 0 = 0  M P a

  J2 = −(σ xσ y +σ yσ z +σ zσ x −τ xy
2 − τ yz

2 −τ zx
2 )= −(−400 +0+ 0−0 −100 −100) = 600  MPa2

  J3 = σ xσ yσ z + 2τ xyτ yzτ zx − σ xτ yz
2 −σ yτ zx

2 − σ zτ xy
2 =0 + 2 × 0−2000 + 2000 −0 = 0 MPa 3

となるから、

σ 3 − 600σ =(σ 2 −600)σ =(σ − 600 )(σ + 600 )σ =0

をえる。よって、主応力は

σ1 = 600 = 24.5 MPa,  σ2 = 0 MPa,   σ 3 =− 600 = −24.5 MPa 

となり、主せん断応力は

τ1 =
| σ1 − σ3 |

2
= 24.5  MPa,   τ2 =

|σ1 −σ 2 |

2
= 12.25 MPa, τ3 =

| σ2 −σ3 |

2
= 12.25 MPa

となる。

２—５．ひずみとフックの法則
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２－５—１．垂直ひずみ

　長さ l の棒の軸方向（x 軸）に応力σx を付加

した時、この方向に伸びあるいは縮みとなる変

位を dl とすると、巨視的な垂直ひずみは、

l

dl
x =ε

で与えられることを学習した。

　ここでは、右図のように材料内の微小要素 AB

の変形を考えると、

　　応力σx を付加する前：

点 A の位置= x

点 B の位置= x + ∆x

　　応力σx を付加した後：

点 A は変位 u だけ移動して位置 C（x + u）となる。

点 B の変位 u + ∆u だけ移動して位置 D（x + ∆x + u +∆u）となる。

従って、微小要素 CD のひずみは、

  
ε x =

CD− AB

AB
=

{(x + ∆x +u+ ∆u)− (x + u)}−{(x +∆x)− x}

(x +∆x)− x
=

∆u
∆x

である。微小要素の大きさを無限小に小さくしていくと、点 C のひずみを表すことができる。すなわ

ち、点 C のひずみは、

  
ε x = lim

∆x →0

∆u
∆x

=
∂u
∂x

である。これを縦ひずみという。一方、荷重軸と垂直な y、z 軸に対しては、

xzy νεεε −==

のひずみが生じる。ここで、νはポアソン比であり、金属・セラミック材料で、 ν ≈ 0.3である。このよ

うに、荷重軸と垂直な方向に生じるひずみを横ひずみと言う。

　同様にして、y 方向に応力σy が作用するときに生じる y 方向の変位を v とすると、y 方向の垂直ひず

みは、

yy ∂
∂= vε

であり、x、z 方向には

yzx νεεε −==

σx σx

x

l

x+∆x

x+u x+∆x+u+∆u

l+dl

A B

C D

x

 y
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の横ひずみが生じる。

　また、z 方向に働く応力σz により生じる z 方向の変位を w とすると、

z

w
z ∂

∂=ε

であり、x、y 方向には

zyx νεεε −==

の横ひずみが生じる。

２－５—２．垂直応力と垂直ひずみに関するフックの関係

　右図のように、微小要素に垂直応力 σx が作用するとき、

フックの法則より

xx Eεσ =

であり、x 軸方向の縦ひずみ、ならびに y、z 軸方向の横ひ

ずみは

E
x

x
σε = 、

E
x

xzy
σννεεε −=−==

となる。

 同様にして、微小要素に垂直応力σy が作用するとき、縦ひ

ずみ、横ひずみは

E
y

y

σ
ε = 、

E
y

yzx

σ
ννεεε −=−==

である。最後に、微小要素に垂直応力 σz が作用するとき、

縦ひずみ、横ひずみは

E
z

z
σε = 、

E
z

zyx
σννεεε −=−==

である。

　以上より、右図のように、微小要素に σx、σy、σz が同

時に作用するとき、ひずみはそれぞれの応力によって生

じる縦ひずみと横ひずみを足し合わせとなり、垂直応力

と垂直ひずみに関する以下の一般化されたフックの法則

をえる。

σx

σx

x

 y

 z

σx

σx

x

 y

 z
σz

σy

σz

σy
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)]([
1

)]([
1

)]([
1

yxzz

xzyy

zyxx

E

E

E

σσνσε

σσνσε

σσνσε

+−=

+−=

+−=

　次に、応力をひずみで表してみよう。上の３式を足し合わせると、

)(
21

zyxzyx E
σσσνεεε ++−=++

より、

)(
21

zyxxzy
E εεε

ν
σσσ ++

−
+−=+

であるから、

  
ε x =

1

E
σ x −ν −σ x +

E
1− 2ν

(ε x + εy + εz )
 
  

 
  

 
  

 
  =

1+ ν
E

σ x −
ν

1− 2ν
(εx + εy + εz )

より、

  
σ x =

E
1+ ν

ε x +
Eν

(1 + ν)(1− 2ν)
(εx + εy +εz )=

(1−ν )E
(1+ν)(1−2ν)

ε x +
Eν

(1 + ν)(1− 2ν)
(εy + εz )

ここで、

)21)(1( νν
νλ

−+
= E

、
)1(2 ν

µ
+

= E

で定義されるラーメの定数を導入すると、他の成分についても同様にして、以下の垂直応力と垂直ひ

ずみに関する一般化されたフックの法則が得られる。

zyxx λελεεµλσ +++= )2(

    σ y = λεx + (λ+ 2µ )εy + λεz

zyxy εµλλελεσ )2( +++=

２－５—３．せん断ひずみ

（１）純粋せん断ひずみ

　右図のように、一様にせん断変形が生じた場合、

これを純粋せん断と言い、せん断ひずみは

dy
du

yx =
′

=
AB

BBγ

で与えられる。また、
A

B C

D

B’ C’

x

 y

dx

dy

du

φ
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φ=′∠ BBA

とおくと、

φγ tan==
dy

du
yx

で表される。弾性変形によるひずみは非常に小さいので、 φφ ≈tan としてよい。よって、

φγ ≈yx

と表すこともできる。

（２）せん断ひずみ

 　右図のように、微小要素 ABCD がせん断変形

して、AB’C’D’となる場合を考える。せん断応力

の共役性からしてこのような形になるのが当然で

ある。このとき、せん断ひずみは、その定義より

HB

AH

′
=xyγ

となる。ここで、

21
2

DAB φφπ −−=′′∠ 、∴∠A ′ B H =φ1 +φ2

であるから、

)tan(HBAH 21 φφ +′=

より、

)tan( 21 φφγ +=xy

となる。変形量が非常に小さい弾性変形では、

21
21

21
21 tantan

tantan1

tantan
)tan( φφ

φφ
φφφφγ +≈

−
+=+=xy

としてよい。ここで、

x∂
∂= v

1tanφ 、
y

u

∂
∂=2tanφ

だから、

y

u

xyxxy ∂
∂+

∂
∂== vγγ

と表すことができる。同様にして、z 方向のせん断変位を w とすると

zy

w
zyyz ∂

∂+
∂
∂== vγγ

A

B C

D

B’
C’

x
dx

dy

du

φ2

D’
dv

φ1H

φ1 + φ2

 y
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z

u

x

w
xzzx ∂

∂+
∂
∂== γγ

を得る。

２—５—４．せん断ひずみと剛体回転

　２—５—３節では無視したが、厳密には、微小要素のせん断変形は、回転を伴う。材料の変形を扱う

場合には形状の変化と共に、材料中の回転に起因する変形も考慮にいれる必要がある。

　右図の場合、紙面に垂直な z 軸に関して、時計

回りの回転角はφ2、反時計回りの回転角はφ1 であ

るので、反時計回りに取った相対的な回転角を

2ωz とすると、

212 φφω −=z

で与えられる。ここで、

x∂
∂=≈ v

11 tanφφ 、
y

u

∂
∂=≈ 22 tanφφ

のときには、

y

u

xz ∂
∂−

∂
∂= vω2

で与えられる。

　同様にして、z 方向のせん断変位を w とすると

y

w

zzyyz ∂
∂+

∂
∂== vγγ 、

y

w

zx ∂
∂−

∂
∂= vω2

z

u

x

w
xzzx ∂

∂+
∂
∂== γγ 、

x

w

z

u
y ∂

∂−
∂
∂=ω2

を得る。ωx、ωy、ωz のことを、要素の形状変化を伴わない回転をあらわすので、剛体回転という。ひ

ずみが非常に小さい金属やセラミックの弾性変形の場合には、 ωx、ωy、ωz の剛体回転は無視して良い

が、変形量が大きい金属の塑性変形では材料の要素は移動と回転を伴うことを無視できなくなってく

る。

２－５—５．せん断変形におけるフックの法則

　せん断応力とせん断ひずみに関するフックの法則は、

xyxy Gγτ = 、 yzyz Gγτ = 、 zxzx Gγτ =

A

B
C

D

B’ C’

x

 y

dx

dy

du

A
φ21

D’

A
dv

φ11H

x’

 y’

ωz

ωz
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で表される。

　ここでは、横弾性係数（あるいは剛性率）G をヤング率

E とポアソン比νを用いて表すことを考える。右図のよう

に、x 軸方向に引張応力σx が作用すると、xy 軸と 45゜傾い

た辺をもつ微小要素 ABCD に作用するせん断応力は

  
τ ′ x ′ y = τ ′ y ′ x =

σ x

2

である。

　次に、次にひずみについて考える。右図のよう

に、変形前と変形後の微小要素の縦・横ひずみと

せん断ひずみの幾何学的関係を見やすくするため、

A 点と A’点を重ねることにする。微小要素 ABCD

は変形後には A’B’C’D’となり、x 方向の伸び変位

du は、

ACCA −′′=du

で与えられる。よって縦ひずみは

    
ε x =

′ A ′ C − AC

AC

であるから、

    ′ A ′ C = AC(1 + ε x )

となる。一方、横ひずみは

    
ε y = −νεx =

′ B ′ D − BD

BD

であるから、

    ′ B ′ D = BD(1− νεx )

である。すると、変形前後の要素の幾何学的関係から、以下の２式をえる。

  
′ A ′ C = 2 ′ A ′ B cos

π
4

−φ 
 
  

 
 = 2 ′ A ′ B (cos φ+ sinφ) = 2 ′ A ′ B cosφ(1+ tanφ)

  
′ B ′ D = 2 ′ A ′ B sin

π
4

− φ 
 
  

 
 = 2 ′ A ′ B (cosφ − sinφ) = 2 ′ A ′ B cos φ(1 − tanφ)

ここで、弾性変形ではひずみは非常に小さく、

  γ ′ x ′ y = tan2φ ≈ 2tanφ

であるので、

A

B

A

C

D

C

A’

B’

C’

A

D’

x’ y’ x

 y

σx

σx

τy’x’

τy’x’ τx’y’

τx’y’

A, A’

BA

C

DC

A

B’

C’

A

D’ x’ y’
x

 y

φ φ
π/4−φ π/4−φ
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′ A ′ C = 2 ABcosφ 1+
γ ′ x ′ y 

2

 

 
 

 

 
 、

    

′ B ′ D = 2 ABcosφ 1−
γ ′ x ′ y 

2

 

 
 

 

 
 

であり、これらの結果より

    

′ A ′ C 

′ B ′ D 
=

2+γ ′ x ′ y 

2− γ ′ x ′ y 

=
1+ε x

1−νε x

を得る。これより、ひずみが非常に小さいことから、２次以上の項を無視して

  

(2 +γ ′ x ′ y )(1−νε x )− (2− γ ′ x ′ y )(1+ ε x) = 2+γ ′ x ′ y − 2νε x − νεxγ ′ x ′ y − 2 +γ ′ x ′ y − 2ε x+ ε xγ ′ x ′ y 

= 2γ ′ x ′ y − 2(1+ν)εx + (1 − ν)ε xγ ′ x ′ y 

≈ 2γ ′ x ′ y −2(1+ν)εx

= 0

となり、

    γ ′ x ′ y = (1+ ν )ε x

となる。ここで、x 軸方向の単軸引張の場合のフックの法則

  
ε x =

σ x

E

と、x’y’軸におけるせん断変形に関するフックの法則

    
γ ′ x ′ y =

τ ′ x ′ y 

G
=

σ x

2G

から、

    

σ x

2G
=

(1+ν)σ x

E

である。よって、

    
G =

E
2(1+ν )

を得る。これは、前に定義したラーメの定数において

  µ = G

であることに他ならない。

２—５—６．体積ひずみとフックの法則

　初期の体積が V の材料が、静水圧的な応力σV の

作用を受けて、膨張あるいは収縮して、その体積

が V + ∆V になるとき、体積ひずみは
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εV =

(V + ∆V )−V
V

=
∆V
V

で与えられる。今、変形前の微小要素の体積を

  V = dxdydz

とする。変形後には x、y、z 方向にそれぞれ du、dv、

dw だけ変位するものとすると、

    V +∆V = (dx + du)(dy + dv)( dz+ dw )

であるので、

    

εV = ∆V
V

= (dx + du)(dy + dv)( dz+ dw )− dxdydz
dxdydz

= dudydz+ dvdzdx+ dwdxdy + dudvdz + dvdwdx + dwdudy+ dudvdw
dxdydz

= ∂u
∂x

+ ∂v
∂y

+ ∂w
∂z

+ ∂u
∂x

∂v
∂y

+ ∂v
∂y

∂w
∂z

+ ∂w
∂z

∂u
∂x

+ ∂u
∂x

∂v
∂y

∂w
∂z

= εx + εy + εz + ε xε y +ε yε z +ε xεz +ε xεyε z

となる。変位あるいはひずみが非常に小さい場合には、２次以上の微小項を無視して、

  
εV =

∂u
∂x

+
∂v
∂y

+
∂w
∂z

= εx + εy +εz

である。

　静水圧的な応力  σV と体積ひずみに関するフックの法則は

  σV = KεV

で表される。ここで、K は体積弾性係数である。

　次に、体積弾性係数 K をヤング率 E とポアソン比νで表そう。体積ひずみと縦ひずみの関係から、

    σV = K (ε x +ε y +ε z )

である。ここで、  σV =σ x = σ y = σ zであるから、

 

  

ε x = 1

E
[σ x −ν(σ y + σ z )]= 1−2ν

E
σV

εy =
1

E
[σ y −ν(σz +σ x )]=

1−2ν
E

σV

εz = 1

E
[σ z −ν(σ x +σ y )]= 1−2ν

E
σV

であり、

  
εV =

εx

3
=

εy

3
=

εz

3

となることが容易にわかる。よって、

σV

σV

σV

σV

σV

σV

V

V+∆V
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K =

E
3(1 − 2ν )

を得る。また、このことから、静水圧的な応力は、

    
σV =

1

3
(σ x +σ y +σ z )

で表される。

　また、ラーメの定数を用いて、体積段数を表してみよう。ラーメの定数を用いたフックの法則は

zyxx λελεεµλσ +++= )2(

であったから、  σV =σ x 、  εV = εx = εy = εzとおいて、

    σV =(3λ + 2µ)εV = KεV

より、

    K = 3λ + 2µ

と表すことができる。

２—７．一般化されたフックの法則

　これまでの結果をまとめると、等方弾性体に対して、以下のような一般化されたフックの法則が成

り立つ。

  

ε x = 1

E
[σ x −ν(σ y + σ z )]

ε y = 1

E
[σ y −ν(σz +σ x )]

ε z = 1

E
[σ z −ν(σ x +σ y )]

γ xy =
τ xy

G

γ yz =
τ yz

G

γ zx = τ zx

G

、あるいは、

  

ε x

ε y

ε z
γ xy

γyz

γ zx

 

 

 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 

=

1 −ν −ν
−ν 1 −ν
−ν −ν 1

    0           0            0

    0           0            0

    0           0            0

 0  0  0

 0  0  0

 0  0  0

 2(1+ ν)  0  0

 0  2(1+ν)  0

 0  0  2(1+ ν)

 

 

 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 

 

σ x

σ y

σ z
τ xy

τ yz

τ zx

 

 

 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 

または、

  

σ x =(λ + 2µ)ε x + λε y + λεz

σ y = λεx + (λ + 2µ )ε y +λε z

σ z = λε x + λεy + (λ +2µ )εz

τ xy = µγ xy

τ yz = µγ yz

τ zx = µγ zx

、あるいは、

  

σ x

σ y

σ z
τ xy

τ yz

τ zx

 

 

 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 

=

λ +2µ µ µ
µ λ +2µ µ
µ µ λ + 2µ

  0  0  0

  0  0  0

   0   0  0

    0        0         0

    0        0         0

    0        0         0

       µ  0  0

       0  µ  0

       0  0 µ

 

 

 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 

 

ε x

εy

ε z
γ xy

γ yz

γ zx
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が成り立つ。

　一般には、材料の性質は等方的ではなく、異方性がある。このため、一般化されたフックの法則は

  

σ ij = Cijklε kl

k, l=1

3

∑ = Cijklε kl

となる。上式の最右辺の式は、簡略のための総和則と呼ばれる記述である。ここで、  i ≠ jのとき、す

なわちせん断ひずみは、

  
εij =

γ ij

2

であることに注意しよう。γijは工学的せん断ひずみ、εijは数学的せん断ひずみと呼ばれる。

　あるいは、ひずみに対して

  

εij = Sijklσ kl

k,l= 1

3

∑ = S ijklσ kl

と書くことができる。このとき、弾性係数 Cijkl、Sijkl はそれぞれスティフネス定数、コンプライアンス

定数と呼ぶことがある。

２—８．弾性エネルギー（ひずみエネルギー）

　断面積 A、長さ l の棒に外力 P が付加され、dl だけ変位したとする。このとき、外力がなした仕事は、

  dW = Pdl

である。ここで、荷重と変位はそれぞれ

  P = Aσ 、  dl = ldε

で与えられる。従って、

  Pdl = Alσdε

である。ここで、   V = Al とおくと、これは荷重 P を付加している時の材料の体積であり、単位体積当

たりになされる仕事を dW とすると、

  
dW =

dW 
V

=
Pdl
V

= σdε

であるから、ひずみがεとなるまでになされた単位体積当たりの仕事は、

    
W = dW∫ = σdε

0

ε∫
である。これが材料に蓄えられる単位体積あたりの弾性エネルギーU であり、

    
U =W = σdε

0

ε∫
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となる。

　フックの法則が成り立つ弾性変形では、単軸の

垂直応力負荷の場合、右図に示す応力 —ひずみ線

図において、応力はひずみとともに直線的に増加

していき、  σ = Eε であるから、O から A にいたる

負荷経路で蓄積される単位体積当たりの弾性エネ

ルギーは

  
Ue = σdε =∫ E εdε =∫ Eε2

2
=

σ2

2E
=

σε
2

と表すことができる。弾性変形では、荷重を除くと元の形状・大きさにもどるため、A から O に至る

負荷経路では、材料中に蓄積された弾性エネルギーは解放される。このことは、OAO の負荷経路にお

いて、材料の変形がないことから、外力がなした仕事は０であることから容易にわかる。

　同様にして、等方性材料に多軸応力が付加されている場合の単位体積当たりの弾性エネルギーは、

フックの法則が成り立つ弾性変形では

  

Ue = σ xdε x∫ + σ ydε y∫ + σ zdε z∫ + τ xydγ xy∫ + τ yzdγ yz∫ + τ zx dγ zx∫
= σ xε x

2
+

σ yε y

2
+ σ zεz

2
+

τ xyγ xy

2
+

τ yzγ yz

2
+ τzxγ zx

2

で表される。ここで、前節で示した一般化されたフックの法則を用いると、

  

Ue =
σ x

2 −ν(σ xσ y + σ xσ z )

2E
+

σ y
2 −ν(σ yσ z +σ yσ x )

2E
+

σ z
2 −ν(σ zσ x + σ zσ y )

2
+

τ xy
2 + τ yz

2 + τzx
2

2G

=
σx

2 +σ y
2 +σ z

2 − 2ν(σ xσ y +σ yσ z +σ xσ z )

2E
+

τ xy
2 + τ yz

2 + τzx
2

2G

=
(σ x + σ y + σ z )2 − 2(1+ν )(σ xσ y +σ yσ z +σ xσ z )

2E
+

τ xy
2 + τ yz

2 + τ zx
2

2G
となる。あるいは、

    

σ xσ y +σ yσ z + σ xσ z

= 1

6
{2(σ x +σ y + σ z )2 − (σ x −σ y )2 −(σ y −σ z )2 −(σ z −σ x )2}

であることから、

  

U =
(1−2ν)(σ x + σ y +σ z )2

6E
+

(1−ν){(σ x −σ y )2 − (σ y − σ z )2 − (σ z −σ x )2}

6E

+
τ xy

2 + τ yz
2 + τ zx

2

2G

である。ここで、静水圧的な応力σV は、

ε

σ

O

A

B
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σV =

1

3
(σ x +σ y +σ z )

であり、体積弾性係数は

    
K =

E
3(1 − 2ν )

であったから、

  
U =

σV
2

2K
+

(1 − ν){(σ x −σ y )2 − (σ y− σ z )2 − (σ z −σ x )2}

6E
+

(τ xy
2 + τ yz

2 +τ zx
2 )

2G

となる。ここで、右辺の第１項は体積変化に伴う弾性エネルギーであり、第２項と第３項は、せん断

応力による弾性エネルギーであることが、以下に述べることからわかるであろう。

　今、体積変化に伴う弾性エネルギーを

    
UV =

σV
2

2K

とおいて、このエネルギーを除いた弾性エネルギー

  ′ U = U −UV

を求めると、

  
′ U =

(1 − ν){(σ x −σ y )2 −(σ y −σ z )2 −(σ z − σ x )2 }

6E
+

(τ xy
2 + τ yz

2 +τ zx
2 )

2G

となる。主応力σ1、σ2、σ3を用いると、
    τ xy = τ yx = τ zx = 0なので、上式は、

    
′ U =

(1 − ν){(σ1 −σ 2 )2 −(σ 2 −σ 3 )2 −(σ 3− σ1)
2}

6E

と表される。一方、主せん断応力τ1、τ2、τ3 を用いると、

  
τ1 =

σ1− σ3

2
、

  
τ 2 =

σ1− σ2

2
、

  
τ 3 =

σ2 − σ3

2

であるから、

    
′ U =

(1 − ν)(τ1
2 +τ 2

2 +τ3
2

)

24E

あるいは、

    
G =

E
2(1+ν )

より、

    
′ U =

(1 − ν2 )(τ1
2 + τ2

2 + τ3
2
)

12G

を得る。つまり、U’はせん断応力による弾性エネルギーと言える。後に示されるように、材料の
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塑性変形はせん断応力によって生じるので、U’は材料が塑性変形する際の基準式となることがわ

かるであろう。

２—９．偏差応力

　材料の塑性変形には静水圧的な応力はあまり大きく影響しない。このため、材料の降伏強度を考え

る際には、せん断応力ならびにせん断応力成分が関わる量についての議論が必要となる。ここでは、

微小要素に主応力σ1、σ2、σ3 が作用している場合を考える。このとき、静水圧的な応力は

    
σV =

1

3
(σ1+ σ2 + σ3 )

で表される。今、主応力から静水圧的な応力成分を取り除いた、

    ′ σ 1 = σ1 −σV 、    ′ σ 2 = σ2 −σV 、    ′ σ 3 = σ3 −σV

で定義される偏差応力を考えよう。偏差応力は以下の３次方程式の解である。

    

( ′ σ − ′ σ 1 )( ′ σ − ′ σ 2 )( ′ σ − ′ σ 3 )

= ′ σ 3 −( ′ σ 1 + ′ σ 2 + ′ σ 3 ) ′ σ 2 + ( ′ σ 1 ′ σ 2 + ′ σ 2 ′ σ 3 + ′ σ 3 ′ σ 1 ) ′ σ − ′ σ 1 ′ σ 2 ′ σ 3
= ′ σ 3 − ′ J 1 ′ σ 2 − ′ J 2 ′ σ − ′ J 3
= 0

ここで、J’1、J’2、J’3 は偏差応力に対する不変量である。

　まず、不変量 J’1 について考える。

    ′ J 1 = ′ σ 1 + ′ σ 2 + ′ σ 3 = σ1+ σ2 + σ 3− 3σV = 0

である。次に不変量 J’2 について考える。

    

′ J 2 =− ( ′ σ 1 ′ σ 2 + ′ σ 2 ′ σ 3 + ′ σ 3 ′ σ 1)
=−{(σ1− σV )(σ 2 −σV )+ (σ2 −σV )(σ3 −σV ) +(σ3 − σV )(σ1− σV )}

=−{(σ1σ2 + σ2σ3 +σ 3σ1) −2(σ1 +σ2 +σ3 )σV +3σV
2
}

=−{(σ1σ2 +σ2σ3 +σ 3σ1 )− 3σV
2
}

= 1

6
{(σ1− σ2 )2 + (σ2 − σ3 )2 + (σ3 −σ1 )2 − 2(σ1 +σ2 +σ3 )2}+ 3σV

2

= 1

6
{(σ1− σ2 )2 + (σ2 − σ3 )2 + (σ3 −σ1 )2}

となる。偏差応力の第２不変量 J’2 は、主応力の第２不変量 J2 と同じであることに注意しておこう。不

変量 J’3 については、

    

′ J 3 = ′ σ 1 ′ σ 2 ′ σ 3
= (σ1 −σV )(σ2 −σV )(σ 3 −σV )

= σ1σ 2σ3 −(σ1σ2 +σ2σ3 + σ3σ1 )σV +(σ1 +σ2 +σ3 )σV −σV
2

= J3 + J2σV + 2σV
2
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で与えられる。以上の式より、結局、偏差応力については、

    ′ σ 3 − ′ J 2 ′ σ − ′ J 3 =0

が成り立つ。この内、後述するように、偏差応力の２次の不変量 J’2

  
′ J 2 =

1

6
{(σ1 −σ 2)

2 + (σ2 − σ 3)
2 + (σ3 −σ1 )2}

は、材料の降伏条件と密接な関係がある。

２—１０．主ひずみと偏差ひずみ

　ひずみに関しても、主ひずみを以下の行列式から求めることができる。

  

 ε xx −ε ε xy ε xz

ε yx ε yy −ε ε yz

εzx εzy ε zz −ε  

= 0

等方的な材料では、  εij =ε jiであるから、

  

 ε xx −ε ε xy ε zx

ε xy ε yy −ε ε yz

εzx εyz ε zz −ε  

= (ε xx −ε )(ε yy −ε )(ε zz − ε) +2ε xyεyzεzx − (εxx −ε )εyz
2 −(ε yy −ε )ε zx

2 −(εzz − ε)εxy
2

= −ε3 +(ε xx + ε yy +εzz )ε2 +(ε xy
2 +ε yz

2 +ε zx
2 − ε xxε yy −ε yyεzz −ε zzε xx )ε

−εxxε yz
2 −ε yyε zx

2 −ε zzε xy
2 + 2εxyε yzεzx

= 0

となる。従って、ひずみの第１、第２、第３不変量をそれぞれ

  I1 = εxx + ε yy +ε zz

　   I2 = εxy
2 +ε yz

2 + εzx
2 − εxxε yy− ε yyε zz −ε zzε xx

  I3 = εxxε yz
2 + ε yyε zx

2 +ε zzε xy
2 − 2εxyε yzε zx

とおくと、主ひずみε1、ε2、ε3は、

  ε
3 − I1ε

2 − I2ε− I3 = 0

の３次方程式の解となる。

　一方、主ひずみをε1、ε2、ε3 とすると、

(ε− ε1 )(ε −ε2 )(ε− ε3)

=ε 3− (ε1 +ε2 + ε3 )ε2 −(ε1ε2 + ε2ε3 +ε3ε1 )ε −ε1ε2ε3

= 0

より、ひずみの不変量は、

  I1 = ε1 +ε2 + ε3 = ε xx +ε yy +ε zz
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  I2 = ε1ε2 +ε2ε3 +ε3ε1 = εxy
2 +ε yz

2 +ε zx
2 − εxxε yy −ε yyεzz −ε zzε xx

  I3 = ε1ε2ε3 = εxxε yz
2 + εyyε zx

2 + ε zzε xy
2 − 2ε xyεyzεzx

と表すことができる。このうち、第１不変量は、体積ひずみと関係し、

  I1 = 3εV = ε1 +ε2 + ε3 =ε xx +ε yy +ε zz

である。

　後述するように、塑性変形では体積変化は生じない。このため、上で求めた主ひずみから体積

ひずみを引いた偏差ひずみ

  ′ ε 1 =ε1 −εV 、  ′ ε 2 =ε2 −εV 、  ′ ε 3 =ε3 −εV

を用いると好都合であることが後に示される。このとき、

(ε− ′ ε 1)(ε− ′ ε 2 )(ε− ′ ε 3 )

= ε3 −( ′ ε 1 + ′ ε 2 + ′ ε 3)ε
2 +( ′ ε 1 ′ ε 2 + ′ ε 2 ′ ε 3+ ′ ε 3 ′ ε 1 )ε− ′ ε 1 ′ ε 2 ′ ε 3

= 0

であるから、偏差ひずみの不変量は、まず第１不変量が

  ′ I 1 = ′ ε 1 + ′ ε 2 + ′ ε 3 = ε1 +ε2 + ε3 − 3εV = 0

となって、体積変化がないことを表す。次に第２不変量は

  

′ I 2 = −( ′ ε 1 ′ ε 2 + ′ ε 2 ′ ε 3+ ′ ε 3 ′ ε 1 )

= −(ε1 −εV )(ε2 − εV ) −(ε2 −εV )(ε3 − εV ) −(ε3 −εV )(ε1 −εV )

= −ε1ε2 −ε2ε3 −ε3ε1+ 2(ε1 +ε2 +ε3 )εV − 3εV
2

= −ε1ε2 −ε2ε3 − ε3ε1+ 2
(ε1+ ε2 +ε3 )2

3
−

(ε1 + ε2 +ε3 )2

3

= 1

3
{−3ε1ε2 −3ε2ε3 − 3ε3ε1 + (ε1 +ε2 +ε3 )2}

=
1

3
(ε1

2 + ε2
2 +ε3

2 −ε1ε2 − ε2ε3 − ε3ε1 )

= 1

6
{(ε1 −ε2 )2 +(ε2 −ε3 )2 +(ε3 − ε1 )2 }

　　∴　
  

′ I 2 =
1

6
{(ε1 −ε2 )2 +(ε2 −ε3 )2 +(ε3 − ε1 )2 }

となる。これは、主ひずみの第２不変量と等しいことに注意しておこう。

　また、偏差ひずみの第３不変量は、

  ′ I 3 = ′ ε 1 ′ ε 2 ′ ε 3

であり、結局、偏差ひずみは、以下の３次方程式の解として与えられる。

  ε
3 − ′ I 2ε − ′ I 3 = 0
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付録Ａ：変位とひずみ

　これまでは、材料力学の知識を基に、変位とひずみの関係を示してきた。この節ではより一般的な

変位とひずみの関係を述べる。

　今、点 A(x, y, z)と点 B(x+dx, y+dy, z+dz)があり、それぞれ変形後に点 A’(x +u, y+v, z+w)、点B’(x+dx+u+du,

y+dy+v+dv, z+dz+w+dw)に移動したものとする。このとき、テイラー展開において２次以上の微小項を

無視すると

dz
z
w

dy
y
w

dx
x
w

wdww

dz
z

dy
y

dx
x

d

dz
z
u

dy
y
u

dx
x
u

uduu

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂+≈+

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂+≈+

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂+≈+

vvv
vvv

と書ける。ここで、微小要素 AB の長さを ds とすると、

222 dzdydxds ++=

であり、微小要素 AB が xyz軸とのなす角をそれぞれα、β、γとすると、その方向余弦は、

ds

dx
l == αcos 、

ds

dy
m == βcos 、

ds

dz
n == γcos

となる。よって、A’B’の変位の成分は

dsn
z

w
m

y

w
l

x

w
dw

dsn
z

m
y

l
x

d

dsn
z

u
m

y

u
l

x

u
du







∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=







∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=







∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=

vvv
v

と書き直すことができる。あるいは、

ds

n

m

l

z

w

y

w

x

w
zyx

z

u

y

u

x

u

dw

d

du









































∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=















vvv

v

となる。左辺は、変形後の微小要素 A’B’の変位ベクトルである。右辺の最初の行列は方位ベクトルな

らびに元の長さ ds に掛かって変位ベクトルをつくるのでひずみテンソルである。しかし、このひずみ

テンソルは対称ではない。そこで、

A

B

A’

B’

ds
ds’
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のように、対称テンソルと非対称テンソルに分ける。

　以上より、先に述べたひずみおよび回転の定義を用いると、対称テンソルは、
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と書ける。あるいは、ひずみ成分で表すと、以下のようになる。
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ただし、 zxyxxx === 321 ,, 、 wuuuu === 321 ,, v である。

付録Ｂ．主ひずみと不変量

　応力の場合と同様に、xyz 座標から x’y’z’座標への座標変換行列について、
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と定義する。また、ひずみテンソルについても、
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εεε
εεε
εεε

εγγ
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γγε

zzyzx

yzyyx

xzxyx

ε

とおくと、x’y’z’座標系におけるひずみテンソルは、

aa εε T=′

となる。

　また、x’y’z’座標系において、せん断ひずみが０となるとき、主ひずみは、

lεε =1 、 mεε =2 、 nεε =3

とおけるので、
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より、
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−
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から、

0
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2/2/

2/2/

=
−

−
−

εεγγ
γεεγ
γγεε

zzyzx

yzyyx

xzxyx

、あるいは、 0)det( =− Iεε

である。これを計算すると、

  

ε x −ε γ xy / 2 γxz /2

γ yx / 2 ε y − ε γ yz /2

γ zx /2 γ zy /2 ε z −ε

= (ε x −ε)(ε y −ε)(ε z −ε) +
γ xyγ yzγ zx

4
−

(ε x −ε)γ yz
2

4
−

(ε y −ε)γ zx
2

4
−

(ε z − ε)γ xy
2

4

= −ε3 + (ε x +ε y +ε z )ε2 − {ε xε y +ε yεz +ε zε x −
1

4
(γ xy

2 +γ yz
2 +γ zx

2 )}ε

+ε xε yε z +
γ xyγ yzγ zx

4
−

εxγ yz
2 +ε yγzx

2 + εzγxy
2

4
= 0
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を得る。

　一方、主ひずみを用いると、上の３次方程式は

0

)()(

))()((

321133221
2

321
3

321

=
−+++++−=

−−−

εεεεεεεεεεεεεεε

εεεεεε

で表される。従って、

032
2

1
3 =−−− III εεε

となり、ひずみに対する第１、第２、第３の不変量

zyxI εεεεεε ++=++= 3211

)}()(4{
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を得る。ここで、工学的せん断ひずみγij、数学的せん断ひずみεij が

  
γ ij =

εij

2

であったことを思い出すと、２—１０節の結果を得ることが容易にわかるであろう。


