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「別冊『確率システムシンポジウム 50回記念』特集号」 解 説

確率リャプノフ安定論—ノイズが導く多様な安定性
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1. はじめに

理論的に構築されたシステムモデルは，多かれ少なか

れ実在のシステムとは挙動が異なる。しかし，このこと

はシステム制御理論に奥深さと多様性とを与える一助に

もなっている。モデル化誤差や測定誤差，あるいはパラ

メータ変動など，理想と現実のギャップを考慮すること

は制御設計にとって重要な課題である。

システム制御理論における理想と現実のギャップの一

種に，ノイズがある。ノイズとは一般的にはシステムの

挙動を妨げる余計な信号のことであり，システムの外部

から意図せずに加えられる外乱のこともあるが，システ

ムに内在することもある1。

本稿では，多様なノイズのうちガウス型ホワイトノイ

ズのみを扱う。これはガウス分布（正規分布）に従い全

ての周波数を持つ（白色性）ような確率性信号であり，

確率システム論における最も基礎的な信号である2。

常微分方程式に従うシステム（確定システム）にガウ
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1ノイズ（雑音，noise）という用語の正確な定義は難

しい。広辞苑第 7版（岩波書店）「信号の邪魔になる

電気的擾乱」，電気用語辞典（コロナ社）「情報の伝

達を妨害する複雑な音響」，機械工学用語辞典（理

工学社）「 1⃝一般に不規則な性質をもち，明確な振動
数成分を示さない信号 2⃝情報内容を不鮮明にする
ような，好ましくないじょう乱」，Concise Oxford

English Dictionary (Oxford University Press) “ir-

regular fluctuations accompanying and tending to

obscure an electrical signal or other significant phe-

nomenon”。一部の辞書を除いては望ましくない信号

であることが多いようだが，確率システム論では入力

信号とみなす確率信号を全てノイズと呼称することが

多く，確率信号の印加による安定化 [39,46]や確率共鳴

[27]のように役立つ信号に対しても「ノイズ」と呼称

する。また，ノイズという語に確率性（試行毎に値が

変わる性質）と振動性（ある閾値や確定的信号などを

基準として何度も揺れ動く信号）の両方が必ず付随す

るかはよく分からない。
2現実的にはノイズがいつもガウス分布のように整った

分布に従うとも，白色性を持つとも，もっと言えばマ

ルコフ性を持つとも限らない。そのためガウス型ホワ

イトノイズは理想化されたノイズとも言えるが，この

理想化により確率システム論が大きく発展した。従っ

ス型ホワイトノイズが与えられると，システムは確率微

分方程式に従うようになる（確率システム）3。確率微分

方程式は常微分方程式とは異なる枠組みで体系化されて

いるため，その安定論も一から構築する必要がある。

実際のところ，確率システムの安定性は多様であり，

確定システムの漸近安定性に対応する性質だけでも複数

の定義が存在する。そのため，確率システムの安定論は

その創始から半世紀以上が過ぎた現在においてもその基

礎に未解決部分を残したままとなっている。

確率システム安定論の基礎は，1960 年代に Khas-

minskii[15]，Kushner[17]，Kozin[19] などにより築か

れ，Arnold[1], Aubin and Deprato[3]，Mao[26]，Lev-

akov[21]などにより発展した。制御設計に直接関わる

ものとしては例えば Arnold[2]，Mao[25]，Florchinger

[6,7]，Bardi and Cesaroni[4]による成果がある。内部安

定性ではなく入出力安定性に関わるもの（確率入力状態

安定性やノイズ状態安定性など）としてはDengら [5]，

Liuら [23]などが代表的である。確率有限時間安定性に

ついては少々遅くYinら [38]辺りから本格的な研究が始

まっており，最近ではスライディングモード制御との融

合がPoznyak[34]により試みられている。

筆者を含む研究グループにおける確率システム安定論

への貢献としては，安定性の定義そのものに直接関わる

もの [28,31,45,47]，ノイズによる安定化 [10,29,33]，確

率有限時間安定性 [11,41]，入出力安定性に関わるもの

[13,14]などがある。

本稿では，確率システムのリャプノフ安定論における

これら基礎的部分の発展を追い，時に筆者らの成果を紹

介しながら，確定システムにおけるリャプノフ安定論と

の違いを検証する。

て，語弊を承知で敢えて例えるならば，確率システム

論におけるガウス型ホワイトノイズは，制御理論にお

ける線形フィードバックと同じような立ち位置にある。
3常微分方程式と確率微分方程式との違いは，実は確率

信号の有無ではない。例えば確率信号の一種である有

色ノイズが含まれる場合，常微分方程式で表現できる

ことは広く知られている [15]。両者の違いは，表面的

には白色性信号の有無だが，より根源的には入力信号

が非有界変動関数のダイナミクスに従っているかどう

かである。概論的には拙著 [30,32,46]を，理論的によ

り詳細な議論は例えば [8,24,40]を参照されたい。
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2. 準備：記号の定義とシステムの記述

まずは本稿で用いる記号を定義する。本稿ではRnを

n次元ユークリッド空間とし，特に R=R1 とする．ま

た，関数h :Rn→RnとV :Rn→Rを考え，V とhにつ

いてのリー微分を

(LhV )(x) :=
∂V (x)

∂x
h(x) (1)

とする．

次に，ガウス型ホワイトノイズの「素」であるウィー

ナー過程を簡単に紹介する。確率過程w : [0,∞)→Rdと

時刻0≤s<τ <tを考える．確率過程wが（標準）ウィー

ナー過程であるとは，連続関数で初期値がw(0)=0であ

り，かつその増分w(t)−w(s)がガウス分布（正規分布）

に従い，さらに

E{w(t)−w(s)}=0 (2)

E{(w(t)−w(s))(w(t)−w(s))T }=(t−s)I (3)

E{(w(t)−w(τ))(w(τ)−w(s))T }=0 (4)

（ただし，E{A}はある事象Aの期待値，Iは単位行列）

を満たすことをいう1。

以上の準備の下，常微分方程式から確率微分方程式を

導く流れを簡潔に説明する。はじまりの確定システムを

常微分方程式

ẋ(t) = f(x(t))+

d∑
α=1

σα(x(t))u̇α(t) (5)

とする。ここで，時間変数 t∈ [0,∞)，状態x : [0,∞)→Rn

と入力 u̇の積分をu : [0,∞)→Rdとし，f,σ1,...,σd :Rn→
Rnは全て滑らかであるとする。また，初期時刻 t=0と

初期値 x(0)=x(0)∈Rnは与えられているとする。確定

システム (5)の両辺を時間変数 tで積分した上で uを d

次元標準ウィーナー過程とすると（u=w），積分方程式∫ t

0

dx(τ) =

∫ t

0

f(x(τ))dτ

+

d∑
α=1

∫ t

0

σα(x(τ))dwα(τ) (6)

が得られるが，この式の右辺における最後の積分は

1ウィーナー過程の厳密な定義は確率過程論の基礎知識

を必要とするので割愛するが，必要であれば専門書（例

えば [12,20,40]）を参照されたい。なお，これら数学の

専門書では「ブラウン運動（Brownian motion）」と呼

称されていることが多いが，一般には物理現象として

のブラウン運動を理想化したものがウィーナー過程で

あるため，物理学的には両者は異なる [43,44]。本稿で

は読者層が多岐にわたる（と期待している）ので，無

用の混乱を避けるため数学的存在である「ウィーナー

過程（Wiener process）」で呼称を統一する。

∫ t

0

σα(x(τ))dwα(τ)

= l.i.m
N→∞

N∑
k=1

σα(x(tk−1)){w(tk)−w(tk−1)}

(7)

と定義される伊藤積分である。なお，上の式では時間区

間 [0,t]を数列 0= t0 < ···< tN = tで N 分割しており，

l.i.mは平均二乗収束値を意味する。システム (6)から積

分記号を省略して τ を改めて tと置いた

dx(t)= f(x(t))dt+

d∑
α=1

σα(x(t))dwα(t) (8)

を（伊藤型）確率微分方程式という2。

本稿で中心的に扱うリャプノフ安定論では，確率微分

方程式の解である状態変数 x(t)の汎関数 v(x(t))∈Rの
ダイナミクスを解析する必要があるが，これは次のよう

に与えられる。

dv(x(t),t)= (Lv)(x(t))dt+
d∑

α=1

(Lσα
v)(x(t))dw(t)

(9)

ここで，

(Lv)(x) := lim
h→0

E[V (x(t+h))]−V (x(t))

h
　 (10)

= (Lfv)(x)

+
1

2

d∑
α=1

σT
α (x)

[
∂

∂x

[
∂v

∂x

]T
(x)

]
σα(x)

(11)

は無限小作用素と呼ばれる。右辺第二項がいわゆる伊藤

（修正）項であり，常微分方程式の理論体系からは出て

こない項である。

2確率微分方程式を定義するためにわざわざ積分方程式

を経由したのは，ウィーナー過程の導関数 ẇ が定義

できないためである（超関数の意味では定義できるが

[48]，現段階では数学的に高度な解説が必要となるこ

とと，常微分方程式との区別がつかなくなると汎関数

のダイナミクス解析に混乱を来たす恐れがあるため本

稿では採用していない）。これはそもそもウィーナー過

程が非有界変動性を持つからであり，(7)式がリーマ

ン・スティルチェス積分として定義できない理由でも

ある。伊藤積分では平均二乗収束性を用いて積分の定

義不能性を回避しているが，しかしリーマン・スティ

ルチェス積分では満たされる「リーマン和の取り方に

依らず収束値が不変」という性質は回復しない。この

ことは，ストラトノビッチ積分 [36]やウォン・ザカイ

修正項 [37]など確率解析に特有の結果を導くが，これ

らに基づくシステムの非一意性は既に拙著 [46]で述べ

ているので参照されたい。
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3. いろいろな確率安定性

本章では基本的な確率リャプノフ安定論を紹介し，確

定システムのリャプノフ安定論との違いを検証する。

3.1 確定システムのリャプノフ安定性
まずはベースとなる確定システムにおけるリャプノフ

安定論を簡単に見ていく。システム

ẋ= f(x(t)), x∈Rn, f :Rn →Rn (12)

の原点（x=0）が孤立平衡点であるとすると，この原点

の安定性は次のように定義される：

(1) 全ての ε> 0および t > 0に対して δ= δ(ε)> 0が

存在し，|x(0)|<δのとき |x(t)|<εとなるならば，

リャプノフ安定であるという。

(2) リャプノフ安定であり，かつ |x(0)|< δ のとき

limt→∞x(t) = 0 となるならば，局所漸近安定で

あるという。

(3) リャプノフ安定であり，かつすべてのx(0)∈Rnに

対して limt→∞x(t)=0となるならば，大域漸近安

定であるという。

上記の安定性に対する安定定理の代表的なものは次の

通りである。

【定理 1】 システム (12)の原点は，原点を含むある

部分空間 D⊂Rn において正定プロパーな C1 級関数

V :D→Rが存在して (LfV )(0)= 0となり，

(1) D上で (LfV )(x)≤ 0となるならば，リャプノフ安

定である。

(2) D 上の原点以外で (LfV ) (x)< 0となるならば，

局所漸近安定である。

(3) D=Rnとして前項までの全てが成り立つならば，

大域漸近安定である。 ♦
以降では上記の安定定理との比較検討を進める。

3.2 確率安定性
確率システム安定論の黎明期には，確定システムの

リャプノフ安定論をベースとして様々な安定性が提案さ

れた [19]。次の定義は，Khasminskii[15]による。

【定義 1】（確率安定） 確率システム (8)の原点は，

(1) 全ての ε> 0および t> 0に対して

lim
x(0)→0

P
[
sup
t>0

|x(t)|>ε

]
=0 (13)

となるならば，確率安定であるという。

(2) 確率安定であり

lim
x(0)→0

P
[
lim
t→∞

x(t)= 0
]
=1 (14)

となるならば，局所確率漸近安定1であるという。

(3) 確率安定であり，かつすべてのx(0)∈Rnに対して

P[limt→∞x(t)= 0]=1となるならば，大域確率漸

1文献 [15]では asymptotic stability in probability。

近安定2であるという。

上記は確定システムの安定性に確率演算を加えて拡張

したものである。また，以下で示すように安定性の十分

条件にも相似性が認められるため，現代においても定義

1をベースに安定性解析が行われることが多い。

【定理 2】 システム (8) の原点は，原点を含むある

部分空間 D⊂Rn において正定プロパーな C2 級関数

V :D→Rが存在して (LV )(0)= 0となり，

(1) D 上で (LV )(x)≤ 0 となるならば，確率安定で

ある。

(2) D上の原点以外で (LV )(x)< 0となるならば，局

所確率漸近安定である。

(3) D=Rnとして前項までの全てが成り立つならば，

大域確率漸近安定である。 ♦
大域確率漸近安定性は 100%の収束性を保証するが，

局所確率漸近安定性では保証されない。具体的な確率を

計算したい場合（例えば，収束する確率が 70%以上であ

ることを保証したい場合）にはKushnerの定義 [17]が

有効であり，これは Satoh[35]により活用されている3。

3.3 一様概安定性
前節で述べた安定性は，確定システムの安定性に確率

演算を加えたものであるため自然な定義といえる。しか

し，確定システムの安定性との繋がりを考えると「どの

ようなときに確定システムの安定性と確率 1で等しくな

るのか」を考えておきたい。つまり，リャプノフ安定・

局所漸近安定・大域漸近安定の全ての性質において常に

100%の精度を求める場合に対応しておきたい。

そのような安定性を議論するためには，Bardi and

Cesaroni[4] による概可安定性（almost sure stabiliz-

ability）が有効である。筆者は彼らの議論を純粋な安定

性解析に用いるため，対象システムから制御入力を除外

したバージョンを定義した [28]。それは次の通りである。

【定義 2】（一様概安定） 確率システム(8)の原点は，

(1) 全ての ε> 0および t > 0に対して δ= δ(ε)> 0が

存在し，|x(0)|<δのとき確率 1で |x(t)|<= εと

なるならば，一様概安定であるという。

(2) 一様概安定であり，かつ確率 1で，|x(0)|<δのと

き limt→∞x(t)=0となるならば，局所概漸近安定

であるという。

(3) 一様概安定であり，かつすべてのx(0)∈Rnに対し

2文献 [15]では asymptotic stability in the large。
3確定システムにおける定理 1には逆定理が存在し，ま

た，ラサールの定理を使って十分条件を緩めることも

できる [16]。同様に，確率システムにおける定理 2の

逆定理 [18]やラサールの定理も存在する [17]。ただし，

定理 2の逆定理では関数 V (x)はC2級ではなくC0級

となっている。これは定理 2が必要十分条件ではない

ことを意味し，確率リャプノフ安定論の特異性を示す

重要な点である。筆者らはこの点について検討してお

り [31]，そのキーポイントを 5.で説明する。
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て確率 1で limt→∞x(t)=0となるならば，大域概

漸近安定であるという。

この定義は，確定システムの安定性に「確率 1」とい

う要素を加えたものである。しかし，対象となるシステ

ムはホワイトノイズによる拡散項を含むため，安定性の

条件は確定システムのそれとは異なる。このことは次の

安定定理により明らかとなる。

【定理 3】 システム (8) の原点は，原点を含むある

部分空間 D⊂Rn において正定プロパーな C2 級関数

V :D→Rが存在して (LV )(0)= 0となるとともに

∀α=1,2,...,d, ∀x∈D, (Lσα
V )(x)= 0 (15)

がなりたち，

(1) D上で (LV )(x)≤ 0となるならば，一様概安定で

ある。

(2) D上の原点以外で (LV )(x)< 0となるならば，局

所一様概漸近安定である。

(3) D=Rnとして前項までの全てが成り立つならば，

大域一様概漸近安定である。 ♦
上記では，Bardi and Cesaroni[4]の定義と違い「一様：

uniform」という語を追加している1。実は，大域確率漸近

安定性のことを概漸近安定（almost sure asymptotic sta-

bilityまたは同義のasymptotic stability with probabil-

ity one）と表記する文献も存在するため [9,19,17,22,26]，

用語の衝突を避けている。

この用語の衝突は，大域確率漸近安定性と大域一様概

漸近安定性がどちらも確率 1での収束性を担保するこ

とに端を発している。しかし，この二つは異なる概念で

あり，両者の違いは収束の仕方に現れる。システムの原

点が大域確率漸近安定であるとき，その解軌道は原点に

近づいたり遠ざかったり揺れ動きながら，長時間で観察

すれば原点に近づいていき，やがては原点に収束する。

そのとき，全状態空間Rnのいかなる真部分空間も不変

集合となる必要はない（原点のみからなる部分空間を除

く）。大域一様概漸近安定の場合も，その解軌道は原点

に近づいたり遠ざかったり揺れ動きながら収束していく

が，しかしどの時刻においてもその点を境界に含む不変

集合が存在する。つまり，大域一様概漸近安定性は，確

定システム（時不変システム）の大域漸近安定性と同様，

入れ子構造を持った不変集合の存在を要するのである。

なお，(15)式の条件があることから，入れ子構造を

持った不変集合とは関数V (x)のサブレベル集合である。

この点も，確定システムのリャプノフ関数と定理 3を満

たす関数 V (x)との共通点である2。

1Bardi and Cesaroni[4]の本文中においても uniform

という語を使って説明している箇所がある。
2元の文献 [4]では，定理 3とは異なり関数 V (x)は上半

連続となっている。これは彼らが V (x)を確率偏微分

方程式の粘性解として特徴付けたかったためである。

一様概安定性では入れ子構造を持った不変集合を利用
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第 1 図 確率システムにおける漸近安定性の包含関係.

3.4 局所概漸近安定性
前節から，一様概安定性は確定システムの安定性と

「確率 1で等しい」と言えそうである。これは重要な成

果であるが，定理 3の条件 (15)はかなり厳しい。そこで

筆者は，不変集合の入れ子構造を緩めて「ある部分空間

の内部からは 100%出ていかない」という局所的な漸近

安定性を定義した [28]。本節ではこの性質を紹介する。

【定義 3】（局所概漸近安定） 確率システム (8)の原

点が確率安定であるとする。原点を含むある部分空間

D⊂Rnが存在して，全ての x(0)∈Dおよび t > 0に対

して，確率 1で x(t)∈Dを保ちつつ limt→∞x(t)= 0と

なるならば，局所概漸近安定であるという。

また，これに対応する安定定理は次の通りである。

【定理 4】 システム (8)の原点は，正定プロパーなC2

級関数 V :D→Rが存在して (LV )(0)= 0となり，更に

∀α=1,2,...,d, ∀x∈ ∂D, (LσαV )(x)= 0 (16)

がなりたち，かつD上の原点以外で (LV )(x)< 0となる

ならば，局所概漸近安定である。 ♦
局所概漸近安定性は，確率 1での漸近安定性を保証す

るために大域的性質まで求める確率安定論の使いづらさ

を解消したいという動機から提案した。不変集合Dが一

つ見つかれば，その内部を初期値に持つ解がDに留まり

つつ原点に確率 1で収束する。定理 4の条件 (16)と定理

3の条件 (15)との違いは，前者がD内の全てのxへの条

件なのに対し，後者はDの境界 ∂D内のxのみへの条件

となっている点である。

また，局所概漸近安定性ではDの境界 ∂Dを用いるこ

とからDは有界集合だが，DをRnに限りなく近づける

と大域確率漸近安定性と一致する。このことは，大域確

率漸近安定性を概漸近安定性と呼称することとも整合性

が取れている。また，Dの内部が入れ子構造を持った不

変集合で隙間なく埋められるなら，局所一様概漸近安定

性と一致する。このように，局所概漸近安定性は，確率

漸近安定性と一様概漸近安定性の中間に位置する性質で

ある。それらの関係を図 1に示しておく。

して安定性を証明するため，確定システムの安定論と

同様，粘性解に拡張しても安定性解析ができる。しか

し，ここでは他の安定性との比較をする都合上，関数

V (x)の無限小作用素が定義できない場合の安定性解

析を避け，C2級に留めておく。
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4. 確率リャプノフ安定論の発展

確率漸近安定性は確率システム安定論で最もよく解析

される安定性だが，前章で議論したような確率性そのも

の以外においても，確定システムの安定性解析と異なる

結果を導くことがある。

それは，原点が確率漸近安定であるにも関わらず定理

2の条件を満たすような関数 V (x)が存在しないケース

である。このことはKhasminskii[15]のRemark 5.5に

おいて既に示されているので簡潔に紹介する。

スカラシステム

dx(t)= ax(t)dt+cx(t)dw(t), a,c∈R (17)

の原点は，a< c2/2を満たすとき大域確率漸近安定と

なる。このことは解析解 x(t) = x(0)exp{(a− c2/2)t+

cw(t)}から直ちに証明されるが，リャプノフ指数による
安定判別 [15,26]でも証明可能である。しかし，確率リャ

プノフ安定論で証明しようとすると，定理 2を満たす関

数 V (x)が V (x)= |x|1−2a/c2 となることから，aと cの

値によっては原点でC2級ではなくなってしまう。

つまり，上記の関数 V (x)は原点において無限小作用

素を持たないことがあるため，これまでのように無限小

作用素を微分作用素のように扱うだけでは安定性解析が

できない。Khasminskii[15]は，システム (8)の原点が平

衡点でかつ全ての係数が大域リプシッツであるとき，原

点以外から始まる解が原点に有限時間では到達できない

（inaccessible）ことを利用して，この特異性をある意味

で無視している。しかし，それ以外の場合では安定性の

証明には再検討が必要であるため，拙著 [31]ではこの点

を主テーマに安定論を展開している。

このテーマは，確率安定性・モーメント安定性・概安

定性の関係 [42]にも深く関与していると考えられるため，

筆者にとって興味深い。今はまだ理論を詰めている段階

であるため，これについてはまたの機会に詳しく説明し

たい。

5. おわりに

本稿は確率システムシンポジウム（SSS）50回記念特

集号別冊の一部として執筆させて頂いたこともあり，往

年の結果と筆者の成果との関わりに比重を置いた解説記

事にさせて頂いた。確率システムにおけるリャプノフ安

定論の不思議さと面白さをお伝えできていれば幸いで

ある。
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